Corrigé de I'épreuve Math 1 de CCP, PSI 2(

Partie |

Question I. 1.

Cas d’'une matrice a coefficients constants.

La fonctionX définie parX : t — e*V est dérivable suR et X'(t) = 1e*V (coefficient

)].IZ: Verschueren, Lycée Daudet a Nimes.

par coefficient). AinsiX est solution d€Ey) surR si et seulement sie'V = Ae"V = e AVsurR,
ce qui équivaut &AV = 1V donc §

V (non nul) est un vecteur propre deassocié a la valeur propfe.

Question |. 2. 1. Pour la matricéA etx € C, la fonction polyndme caractéristique vaut alors :

-x -1 1 -1
0 2 0 0 > b 1
— X — —
Pa(X) = det(A—xly) = =2-x)| 0 1-x 0 |=2-x(1-x%
0 1 1-x O —X
1 1 —x
1 -1 1 —x

en développant selon la deuxiéme ligne les deux fois, B'gix) = (2 - Xx)(1 - X)(x? + 1)
le spectre dé& dansC estSp:(A) = {1,2,i,—1}

A est dondiagonalisabledansC, puisqu’elle admet 4 valeurs propres distinctes, ce guimstcondition
suffisante de diagonalisabilité pour une matrice4, de plus lesous-espaces propres sont des droites
Par résolutions des system®&X = AX, on trouve : Rappel: les calculatrices sont autorisées.

E: = Vect(vy) ouv: = (0,0,1,, Ex = Vect(vz) ouvs = (0,1,1,0,
Ei = Vect(V3) ouvs = (1,0,0-i), etE; = Vect(Vz) ouvy = (1,0,0,).

On a donc une famille de 4 fonctions 8elEo) qui est de dimension 4, constituée des fonctions :

0 0 1 1)

0 1 . 0 0
X1t e X it et Xz 1 t— el Xa i t— et

1 1 0 0

1 0 —i i

La matrice wronskienne de cette famille a pour déterminatfit)) = e* qui est non nul,

puisqu’on a une famille de vecteurs propres associés a tlgsaropres deux a deux distinctes.
Donc la famille(X; )1qj<s €St libre, et c’estun systéme fondamental de solutiongEg) |.
C’est donc une famille génératrice : toute solution est wrelinaison linéaire de ces solutions,

la solution générale dgEo) surl = RestX : t — 3 ki Xj(t) |ou (k) € K4,
1<j<4

Xp(t) = —Xa(t) + Xa(t) — xa(t) + te' (1)

. , . Xo(t) = 2%a(1) + €' (2)
I.2.2. (E) : X'(t) = AXi B

Question (E) (1) (t) + B(t) s’ecrit D = %) + Xa(D 3)

Xy(t) = Xi(t) — X2(t) + X3(t) —tet  (4)

(2) est une EDL1 a coefficient constant et second merahrka solution générale de I'équation homogene
associée esi(t) = ke et une solution particuliere de la forrpé&) €' fournit —e'.

X2(t) = kpe? — e' surR solution générale de) |.
On reporte cette solution daf®) et on résoud selon les mémes méthodes, on trouve :
x3(t) = kse' + kpe? —te! surR solution générale de3)

(1)

Alors
{ 4)

Xj(t) = —Xa(t) + (ks + 1) €'
Xy(t) = X1(t) + (ks +1-2t) et

"1

"1

Xa(t) = —Xj(t) + (ks + 1) et
X[(t) = —xi(t) + 2te'



En tirantx, de la '€ équation et en reportant dans K.2

Cette derniere EDL2 a coefficients constants a pour salgénérale homogéng(t) = ky cogt) + ks sin(t)
et on trouve une solution particuliére gf) = q(t) e' avecq’(t) + 2q'(t) + q(t) = —q(t) + 2t, on prend
doncq(t) de degré 2 ety etqg(t) = t— 1 convient.

Dou| X2V = Kicogt) +kasin®) + (t - 1) e solution de @) surR Ainsi
Xa(t) = kysin(t) — kscoqt) + (ks + 1 —t) €t 4
kicoqt) + kasin(t) + (t— 1) €' cogt) 0 O sint) k1 (t-21)¢
ko€ — ¢! 0 e 0 0 k ¢!
X(t) _ o€ e _ e 2 N e
kse' + koe? —tet! 0 et € 0 k3 ~tet
kisin(t) — kscoqt) + (ks +1—t)€t sin(t) 0 &' —cogt) Ky 1-t)e
est la solution générale a valeurs réellesRule (E), avec(k; )1qj<s € R* quelconque et fixé.
On cherchek), ., -1 ki—1 ki=0 (t-1e
pour trouver la X0 =| |- ko -1 dou<d =0 X(t) = €
solution telle que : -1 ks +kz ks = -1 -(1+pe
0 —k4+k3+1 k4 =0 —tet
Partie Il Matrice résolvante.

Question Il. 1. @, est linéaire et bijective avec le Thm de Cauchy, c’est bieifsamorphisme, eb;! est
I'application qui a un vectew de M, 1(K) associe la solution d@Eo) : X dansS telle queX(to) = V.

Alors @ o O (V) = X(t)

Question Il. 2. 1. Ayant choisi ces bases, la matrice se remplit en colonnegmiacolonne est constituée
des composantes de I'imagdr, (X;) dujemevecteur de la basgX; ) 1i<n dans la base de I'espace d’arrivée.

C’est donc la colonne représentafjtto) dans la base canonique d4,1(KK) et on retrouve bien :
W(to) = (Xa(to) -+ Xn(to)).

Question Il. 2. 2. La matriceR(t,to) est la matrice d&; o ®;! de M, 1(K) dansMn1(K), muni de sa base
canonique. Sgmecolonne esR(t, to) Cj qui est la valeur ehde la solution d€Eo) telle queX(to) = C;
qui est unique, ehdépendante de la famiIIe(Xj)KKn gu’on a choisie comme base 8¢

Question II. 3. 1. R(t,to) = W(t) W(to)* est dérivable comme produit syretR'(t,to) = W'(t) W(to) 2.
Mais W se dérive composante par composante, donc colonne panealdi (t) = (X (t) --- Xj(t)) surl.
Et pour chaque colonn@q’(t) = A(t) X;(t) surl, donc matriciellementW'(t) = A(t) (Xa(t) --- Xa(t)) surl.
Ainsi W'(t) = A(t) W(t) donc| R'(t,t0) = A(t) W(t) W(to)™* = A(t) R(t,to) pourt,to dansl
AlorssiX : t — R(t,to)) VonaX'(t) = R'(t,to) V = A(t) R(t,to) V = A(t) X(t) surl, doncX est une solution
de(Ep) surl, etX(tp) = R(to,to) V = V. (Car il est clair qudR(to,to) = W(to) W(to)™ = I,.)
C’est donda solution de(Ep) vérifiant cette condition initiale.

Question I1. 3. 2. Pour tout(to, t1,t2) € I3 : R(tz, t1)R(t1, to) = [ W(tz) W(t2)™ ] x [ W(t1) W(to) 1 ].
Donc R(tz,tl)R(tl,to) = W(tz) W(to)‘lpar associativité, éﬁ(tz,tl)R(tl,to) = R(tz,to).
Appligué at, = to on obtientR(to,t1) R(t1,t0) = R(to,to) = In

doncR(t1, o) est inversible eR(t1,to) ™ = R(to,t1)

Question 1l. 4. 1. Sion considérX : t — R(t,to) V(t), elle est dérivable surpar produit.
Et X'(t) = R'(t,to) V(1) + R(t,to) V'(t) = A(t) R(t,to) V() + R(t,to) V'(t) = A(t) X(t) + R(t,to) V'(t) surl.

Ainsi : | (X de cette forme est une solution @8 surl) < (R(t,to) V'(t) = B(t) surl)




Question 1l. 4. 2. Ce qui équivaut encore@\/’(t) = R(to,1) B(t) surl) et on a une fonction continue sur
Donc une intégrale fonction de la borne supérieure est umaitnV qui convient :

t t
Vit— I R(to, u) B(u) du fournit une solutiory : t — R(t,to)J. R(to,u) B(u)du de (E)
to to

t
Question 1. 4. 3. Pour cette fonctiory : t — R(t,to)f R(to,u) B(u)du, on peut dans le calcul de l'intégrale
to

par rapport au, rentrer le term&(t,tto) dans I’int(;egrale (on considéte&eomme fixé pour ce calcul dgt)),
en admettant, par linéarité, qMaj H(u)du = I M H(u) du pour une matrice carréd et une colonné.
to to

t
AinsiY:t— I R(t, u) B(u) du définit une solution particuliere dé&) surl
to

Remarque: elle est nulle et = to. La solution deg(E) vérifiant X(to) = Vo est associée a la fonction définie
t

surl par:X:t— R(t,to)[Vo+I R(to,u) B(u)du].
to

Partie Il Une application de la résolvante.

Question 1ll. 1. 1. Puisque(ep) est linéaire sans second membre, 'ensemble de ses salesbnn espace
vectoriel, donc on peut chercher un polyndme normaliséisolyavecan = 1 : y(t) = t™+ --- + ao.
Siy est un polyndme, alotgt — 1)y” + 3y’ — 6y est aussi un polyndme. Considérons les termes de plus haut
degré : 3’ est de degrén— 1, alors que(t — 1)y” et—6y ont des termes de degné donc le terme de plus
haut degré du polynéntét — 1)y” + 3y’ — 6y estim(m— 1) — 6]t™.
Si ce polynéme est nul, il est nécessaire qie- m— 6 = 0 donc qugm— 3)(m+ 2) = 0.

Siy est un polyndme solution dey) alorsy est de degré 3 .

Cherchong/(t) = at® + bt? + ct + d solution de(ep) : alorsy'(t) = 3at? + 2bt+ cety’(t) = 6at+ 2b surRR.
Et alorst(t — 1)y"(t) + 3y'(t) — 6y(t) = (t? —t)(6at+ 2b) + 3(3at?> + 2bt+c) — 6(at® + bt?> + ct+d)

= (3a - 4b)t? + (4b - 60)t + 3c — 6d polynéme nul

_ b= 3a
3a-4b=0 4 y(t) = k(4t3 + 3t2+ 2t + 1)
sietseulementst 4b-6c=0 < 4 c= % =2 donc gk e R, estla solution générale
3c-6d=0 d= % = % polyndme de(ey).
Le polyndme P(t) = 4t3 + 3t2 + 2t + 1| tel queP(0) = 1 dirige cette droite de solutions polyndmes Rur
1 1 0 _ 2 _ 6
Question Ill. 1. 2. La fonctionQ estC* sur]—oo, 1[ etQ'(t) = TERE ,Q'(t) = w.
Ainsi sur]-, 1] - t(t - 1)Q"(t) + 3Q'(t) - 6Q(t) = 2L=D+3 ? 12510_40 —6d-9" _

La fonctionQ est une solution déep) sur]—oo, 1| et sur]l,o[ aussi d’ailleurs.

Question 1ll. 1. 3. 1. On suppos® > 0 ety(t) = Zakt" de rayon de convergenée On peut dériver terme a
k=0
terme,y est de class€” sur]-R,R[, ett(t — 1)y"(t) + 3y'(t) — 6y(t) égale la somme d’une série enti&g).

Surl-RR[, E(t) =t2) k(k— Daxt2 -t D" k(k— Daxt<2 + )" kactt - D 6actk
k=2 k=1

k=2 k=0

k=1

= ) k(k— Daxtk = > k(k— Daett + D kactht - ) aytk
k=0 k=1 k=0
p=k p=k-1 p=k-1 p=Kk

changement d’indice

Ainsi E() = 3 [p2 - p—6lapt? = 3 [(p+ V(P - D]apat? = 3 [(p-)(P+2ap - (p+ D (p—Dapa]t?

p=0 p=0 p=0



Par le thm d’unicité des coefficients d’une série entieedtecsérie est constante nulle $uR, R[ si et seulement

si:;|Vpe N, (p-3)(p+2a,—(p+1)(p-3ap1 =0|=]| a1 = %ap sik+ 3
ai =2ag, ap= %al =3ay, az = %al = 49

Ce qui équivaut a|: K
et par récurrence, polr> 4, ax = El as

On peut donc choisiap etay dansR, et alors

y(t) = ap(1+ 2t + 3t2 + 4t3) + &4 [Z(m 1)th

Sias = 0 alorsR = «

car on a une solution polynéme.

Sia4¢0,

i _ k Uk+1
et si on poseik = [ax|x* on a—g =

alors lesax sont non nuls pouk > 4 et|m | - ( =1 donc

. En effet six > 0,

= | K= | X — x et on a donc absolue convergencg si 1 et

divergence grossiere si> 1, avec le crltere de d’Alembert &= 1 est le rayon de convergence.

ZptH Z(k+ 1)tk

par dérivation sui-1, 1[. Ainsi Z(k+ Dtk =D (k+ Dtk — (1+2t+ 312+ 4t3) = Q(t) — P(b).
k=4 k=0

Question 1ll. 1. 3.2. On saltqu Z tP sur]-1, 1] doncQ(t) =

La solution générale développable en série entiere est

gone- (a0 - 3 )P + 2£Q()

ouag et & sont des réels quelconques et fix&i.a, = 0, on a une solution s, sias = 0 sur]-1,1[|.

Questionlll.2.1. (£) & (y' =-ay —by+¢)etenposant=y' :
/
&) = (Xz y solution de( y ) = ( z )surl.)
z Z -az-by+o

donc(€é) < ((E) - X'(1) = A(t) X(t) + B(t) surl)

0
“b(t) —a(t)

avec

At) = (

) etB(t)

(

0
o(t)

)

continues sut.

Question Ill. 2. 2.0n sait, sous nos hypothéses (forme normalisée, avec difisiends a etb continus sut
intervalle), que le Thm de Cauchy permet d’assurer$o€o) est un plan vectoriel en bijection avie.
Si (f,g) forme une base de I'espace des fonctions associées auwssbivl£y), c’est une famille libre et

f
.l g/ est aussi libre, donc systeme fondamentalkig .
g
f I
Avec les notationsW(to) = ?g? et dong W(to)™* = - 1 90/ 9o
o Y fodo—foGo \ —f fo

avecM 1 = W {(Com(M)), avecf,ggy — fo 9o # O, car(f,g) base.
fgg — f¢ fog—f

R(tto) = WD) W(t) ™t = —L_—— [ (7709 = 9775

fodo—foo \ f'go-fod' fog' —f'go

Question lll. 3. 1. Ona, sul = ]0,1[, I'écriture normalisée dée) qui est :

3
(-1 1t

ol _ 203
&y + _1)y o1 d’ou

_ 1
AO = - ( 6

0 t(t 2&3

(t-1)

_31) )etB(t) - ( 2 )




Question lll. 3. 2. Ainsi

3 2 1
autesut+2u+l 1-w? | 1 4u3+3U%2+2u+1 1-u

1202 + 6U+ 2 (12u)3 (1-u)d 12u2 + 6U+ 2 2

P(u) Q(u)

WD = oy ow

detW(u)) = % avec 203 = 2(4u3 + 3u2 + 2u+ 1) — (1 - u)(12u? + 6u + 2).

(4% + 302 + 2u+ 1)(1— U)2 — (413 + 312 + 2t + 1)(1 - 1)2
(1-13(1-u?

Par ailleurs Q(t)P(u) — P(H)Q(u) =

et(4u®+3u?+2u+1)(1-u)? = 4u°-5u*+1donc:

5_ 4 _ At5 4
QUP) - PHQ() = A =dbb surl?

t
Question 1ll. 3. 3. On appliqudl.4.3. , avecY(t) = I R(t,u) B(u) du dont on ne garde que la premiére

to

y 1 fou-fug  fug—fay 20u8 0
composante ca¥ = , etR(t,u)B(u) = ————— x —E2e ,
P ( y ) (& WBL) det(W(u))( ! ’—f’g’ fg’—f’g u-1H{ 1

en prenant a la place dey. Cette premiere composante va'u'ctl KW( ) (t 1) (QMP(U) — P(1)Q(u))

(1-w® 20u® ( 4u5—5u*— 4t5+ 5t 4t5 — 5t4 — 4u5 + 5u®
c’'estadire: 208 (W-1) -0’10 = 12 (Calculs suf0, 1[?)

La fonctiony : t — a 1t)2 I (4t° — 5t% — 4u® + 5u*) du définie une solution particuliere de) sur]0, 1]

I (4t5 — 5t* — 4u® + 5u*) du est bien définie, et val(ﬂt5 5t*)to — §to +to°

Alors

I (4t5 — 5t* — 4u® + 5u%) du = [(4t5 5t4)to — 218 + tg]

(1 3

Or (413 + 3t2 + 2t + 1)(1 - t)2 = 4t° — 5t* + 1 donc

(1- t)2

45— 5t4 + 1 _
T - P et =S ey - Qo

(1 I (4t5 — 5t* — 4u® + 5u*) du = to[P(t) — Q(t)] + [tg - %tg} Q(t) est une combinaison linéaire
dePetQ, donc une solution de I'équation homogdes). En I ajoutant a la solution particuliere de),

Ainsi

on obtient une autresolution particuliere définie pap(t) =

j (4t5 — 5t4 — 4u5 + 5u%) du sur]0, 1[ |

(1- t)2

10 t6 _ 4t5

(1 t?
rationnelle de classé” sur]—x, 1[, il en est de méme polr et Q.

Les fonctionsy(t) = yo(t) + kiP(t) + koQ(t) décrivent les solutions d@) sur]0, 1] pour(ky, k») € K?

Ce sont celles dont on peut assurer I'existence et 'unpnité des conditions initiales donnéestere 10, 1],
par le Thm de Cauchy.

Ce qu’on peut calculer eyy(t) = sur]0, 1[. Cette fonction est la restriction]@, 1] d’'une fraction

Si ([0, 1[,y(t)) est une solution syo, 1], alors sa restriction #0, 1] est une solution de la forme précédente.
Réciproquement une solution giix, 1] de la forme précédente se prolongeten0 de fagcorC” (fraction

rationnelle) avecy(0) = ky + ks ety'(0) = 2k; + 2kz | caryy(0) = 0 (il y a unt® en facteur)P'(0) = 2
etQ'(0) = 2. Dailleurs elles se prolongent sj#w, 1].

Les solutions qui vérifieng(0) = y'(0) = 0 sont les fonctions :
5(5t —
yﬂ)=yd044q[Pa)—Qa)]=-%%%%TSL+JQ[PG)—QGX]onleﬂieﬂqudchweetm@.

[l'y a donc unddroite affine de solutions vérifiant ces conditions initiales.




