Corrigé de I'épreuve Math A de E3A, PSI 201 2uueverschueren. Lycée baudetaNimes.

Marges : 1crahautbas-gauchedroite

Questions d’applications du cours |0n devait répondre vrai ou faux sauf 2d.) |.
Ce corrigé drop d’arguments, destinés a la compréhension par les étudiants, mais noarakas sur la copie.

Eap est I'espace vectoriel des suitéllesqui vérifient la relation ¥n € N, Up2 = @Upy + bun.
Rappelons le cours &, est unR-espace vectoriel de dimension 2, isomorpli?gar I'applicationd
qui au € &, associe le couple des valeurs initia{es, u;). On peut chercher les suites géomeétriques non
nulles qui vérifient la récurrence(u = (rMney € Eap) < (12 = ar+b)
SiA = a? +4b > 0, on a deux suites réell€s]) ney et (r3)nen qui forment une base (on vérifie la liberté).
SiA = 0, on peut utiliser comme basg{r™)nen, (NMM)eny ) -
SiA < 0, on peut combiner les deux suites compleé¥ncy et (r3)ny avecry = p+iq = pe'? etr, = pe?,
avec(p,q) € R?2 pour obtenir une base dap avecu; = (p"cogNh))ney €tU2 = (p"SIN(NO)) nen
Attention aux énoncédsgiques(conditions nécessaires ou suffisantes)

Question1. a.)Faux:sA <O b.) Vrai : cela suffitcar? +3r—-4 = (r+4)(r - 1)

c.) Faux : il y a d'autres cas. d.) Faux : une seule, la suitstemme(1) .

e.) Vrai : c’est une condition nécessaire (mais non suffesan

Question 2.  a.) Faux : toujours bijective. c.) Faux : toujours égale a 2.
b.) Vrai : g est linéaire entre deux espaces de dimension 2750, il y a un seul

u = %(Uz — bup) qui convienne ety injective donc bijective.
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2.d.) On a I'équation caractéristiqué + r + 1 = 0 dont les racines complexes spnrt e’ eti2=] =e5.
Up = (005(2%)) . etu, = (sin(zﬂ)) sont deux suites qui vérifientn € N, Up2 = —Upia — Un
ne

3 neN
car ce sont des combinaisons linéairegjdg.y et (j2")ney qui la vérifient. De plus elles forment une famille
libre car leurs valeurs intiales sont respectiven‘(mk%) et Og) Elles constituent une base (dim 2).

Question 3. a.) Faux: Onallrna”—”—le(r”rl = lim (1+ %) = g, donc Rzé

N—o0

b.) La "déduction” est fausse. c.) Vra% < 5.

Question 4. a.) Faux:Onabielvn e N*, |an| < % mais on en déduit > 1 car on a ACV pour tout < 1.
b.) Vrai.

c.) Vrai : soitr; le rayon ded_ sin(n)x™*. On a ACV pourx < 1, carlsin(n)x™!| < |x|™* série
n>1

géometrique convergente pouk 1. Pourx = 1, on a divergence grossiere car sm(n) # 0.

Doncr, = 1. La série)_ anx" est la série des primitives de celle-ci, elle a méme rayoa 1
n>1

d.) Vrai, carr = 1. e.) Presque maisfaw&0) = 0. f) Faux. g.) Faux.
On peut détecter que f.) et 9. ) sont fausses, car par dénivdés fonctions proposées, on ne retrouve3)es.

Pour le calcul: Soit§(x) = Z sm(n) ——=Xx", on aS(x) = S0) +j S'(t) dt et sinn) = 1 [e'” en.

- g/ - i —i e't _ e't - sin(1)
Pourt # 0 1 S(1) = [Z(et) Z(e t } 2it [ 1-et 1-e't ] 1-2cogD)t+t?
ce qui est aussi vrai én= 0. AvecS0) = 0, on a don§(x) = IX oL - IX_COE(D sty

01-2cog1)t+1t2 —co(1) U2 + sin?(1)
x-cog1)

Sx) = [ v

par changement de variahle= t — cog1), puis avew =

|n(1) snp V2 + 1
Enfin :| S(x) = arctar(%?lsgl)) - arctar(_s%(sg)) = arctar(%?lsgl)) + % —1sur]-1,1]

Notons que Ifl — xé| = % In((1 - cog1)x)* + sin?(1)x?) = % In(1 - 2cog1)x + x?)



Probleme Partie A
On travaille suSo = {u€ E, Vne N, Unz+ Uy =0},

Question 1.1.) L’équation caractéristique est+1 = 0, deracines; =i = €' % etr, = —i =7
Donc| So admet pour base la famille des deux suités= (cos(n%)) _ etu= (sin(n%))

On peut aussi veérifier, en distiguant selon la paritédgue la relation est assurée.

Question 1.2.) Elles sont toutes ledeux 4-périodiques

Question 2.) C’est un résultat de cours que I'on peut assurer, en disanfgaontient la suite constante nulle,
et qu’il est stable par combinaison linéaire.

Question 3.) Vu plus haut (4, u) est une base d&, et| dim(Sp) = 2

Question 4.1.) Toutes les suites dg, sont donc 4-périodiques. Si une syitpériodique avep € N* est conver-
-gente verd, elle est constante égalé.zEn effet, pour touho deN, la suite extraitéun,pk), . €St cOnstante
égale au,, et convergente vers ainsiu,, = (. Sila suiteu = a 1 + u deSp est convergente, elle est donc
constante. Mais along = u; = U, = uz assure que = § = —a = —f5. Doncu est nulle.

Les suitess non nulle deSp ne sont pas convergentes

Question 4.2.) La séried_ un ne peutpas alors étre convergentecar elle ne vérifie pas la condition nécessaire :
que la suitg{un) . converge vers 0.
Question 4.3.) Onadona = a4 + S u pour toute suitel de Sy, eta = Ug, f = Uj.

cos(n£ ) = 0sinimpair et co{nZ ) = (-1)P sin pair,n = 2p.

Distinguons selon la parité de: ) _ ) ) o _
sin(nZ ) = Osinpairetsi(nZ ) = (1) sinimpair,n = 2p + 1.

On adonc unrayon de convergeriRe- 1 et|f est définie sui—1, 1] | pour(up,us) * (0,0),

avec ACV pouix| < 1, et divergence grossiére gn- 1 etx = —1.

La série entiérd_ cos(n< ) x" est de rayon de convergenRe= 1 et cos(n% ) X" =Y (-1)Px% = 1 +1x2 :
n=0 p=0
Et>_sin(nZ ) x" est de rayon de convergenRe= 1 avec) sin(nZ ) x" = > (-1)P x> = 1 Ji(xz :
n=0 p=0

etf(x) = % sur]-1,1[

Partie B
Question 1.1.) Sivn e N, u, = (-1)", alorsun2 + Un = 2(-1)" n’est pas constante do.

Question 1.2.) Sivne N, u, = (-1)E™ | alors sinestpaim = 2p, Unpz2+ Uy = (-1)P? + (-1)P = 0
sinestimpaim = 2p+1, Up2+Uy = (-1)P! +(-1)P =0
Etdonciu € S, poura=10 Elle est danso, etju= A1+ pu

Question 1.3.) Sivn e N, u, =5, alorsun2 + un = 2aavec a = 5 constante dong = (5), . € S|

Question 2.) Comme ci-dessus, les suites constantes sont8laashaque fois poua égale la constantay.
Question 3.) Sivn e N, up = r", alorsun, + Uy = r"(r? + 1) est constante si et seulement si 0 our = 1.
Sinonr = -1, ouJr|" - 0 ou]r|" —» o etr" n’est pas constante. Nous considererons la constantecumise

geométrique. |Les seules suites géometriqueskont les suites constant@®),_, et (1),
Question 4.) S contient la suite constante nulle (avee- 0) etS est stable par combinaison linéaire.
Vne N, Un2+U,=2a

En effet, si(a, B) € R? et(u,v) € S? alors il existe(a,b) € R? tel que
vneN, Vin2+Vh=2b

alorsvn € N, (aUn2+ fVni2) + (@Un+ BVn) = 2(aa+ Bb) donclau+ Bv € S avec la constantea + b |.

Question 5.) La suite constante = (5),_ est dansS mais pas dan§,. Par contrgSo < S | aveca = 0.

Question 6.) ¢ est linéaire d&dansR, avecp(au+ Bv) = %(a Uo + BVo + aUz + BV2) = ap(u) + Be(V)
c’est donc une forme linéaire.n’est pas identiquement nulle, donc son noyau est un hyaegsds, et :
(uekerp)) = (ue Setuz+Up =0) = (ue Seta=0) < (ue So). Donc|ker(p) = So

Question 7.) Puisque diniSo) = 2 alors| dim(S) = 3| car on a un hyperplan de dimension 2.




Siv= (1), Onavuques € S, etquev ¢ So I'hyperplan, donc on &S = Vect(v) ® So
Car si une droite n’est pas incluse dans un hyperplan, elienesupplémentaire de cet hyperplan.
Question 8.) Toute suiteu de S se décompose donc sur la base adaptée a la somme dirgcie) et avec les

conditions initiales, on alivn € N, u, = (%) cos(n%) + (ul - W) sin(n%) + w

Up + U2
2

Question 9.) Les trois suites de la base sont 4-périodiques, gitmtes les suites d& sont 4-périodique

Question 10.) L’'application@ estlinéaire (clair) entre espaces vectoriels m@me dimension finie
De plus, elle esinjective, puisque si deux suites deont les mémes valeurs initialéso, uq, uy) alors, avec le
résultat deB.8)) elles sont égales. Ainsd est un isomorphisme entet R3

Up + U2 Up + U2
)+
[: §o=1 i1=0 i2=0 iz3=1 puisis=ip =1, etc... par périodicité.

Onaalorga = pour cette suiter de S.

[72)

Question 11.) On a alors pour premiers termes, avgc= —(ul - = Up— U1+ Uy

J: jo=0 ji=1 j2=0 jz=-1 puisja =jo =0, etc...
KZkoZO k1=0 k2=1 k3=1 puisk4=ko=0,etc...

Question 12.1.) T, est l'identité efTx associe a une suite, une suite extraite, ddnest linéaire dé& dansk
Question 12.2.) Pouru = A € S, etw = T,(u), on aw, = A2, = (=1)" qui n’est pas dans. (questiorB.1.1)
S n'est pas stable par,
Question 12.3.) Par contre, s € S, etw = T3(U), ON aWn:2 + Wn = Usznie + Usn = Usni2 + Usy par 4-périodicité.

DoncVn € N, Wni2 + Wy = Usni2 + Usn = 2a@vec la méme constantesiu e Salorsw = T3(u) € S

Question 12.4.) Ainsi la restrictionts de Tz aS est un endomorphisme @& Toutes nos suites sont 4-périodiques,
il suffit donc d’identifier les relations entre les 4 premsi¢ermes :

ts(l) = (1,1,0,0,..) =1+J 1 0O
tz(J) = (0,-1,0,1,...) = -J donc|M = 1 -1 1 |représentés; danslabasé,J K)deS
ett3(K) = (0,1,1,0,..) =J+K 0 0 1

Question 12.5.) Le polyndme caractéristique diévautPy(x) = —(1 + x)(Xx — 1)? pour toutx réel.
Il est scindé suR |. De plus le sous-espace propre associé a la valeur propbéedbaorrespond MX = X,

c’est le| plan d’équatiorx — 2y + z = 0|. Le sous-espace propre associé a la valeur propre sintle dsnen-

-sion 1, avedMX = —X, c’est|la droitex = z = 0|. Pour chaque valeur propre, la dimension du sous-espace
propre égale la multiplicité en tant que racine : la conditi@cessaire et suffisante du plynéme caractéristique
est assurée etz est diagonalisable das.
Question 12.6.) Dans une base constituée de vecteurs propres, la matrigestd = diag(1,1,-1)
doncD? = |3 et|t3 est une symétrie vectorielle & par rapport a un (hyper)plan.
Question 13.) Pourx € -1,1[, ona:
¥ n_ (U—Uz ) v ) yn _ Up+ Uz < x ) yn, Uo+ U2  on
h(x)—nzz%)unx —( > )%COS(%)X +(u1 > )nz%sm(nz)x+ > n}j%x
1A _ [ Up—U2 1 _Up+Up X Up + U2 1 _
D’ou h(x)—( 5 )1+X2+(u1 > )1+x2+( > )1_xsur] 1,1]
avec des sommes totales déja calculées ou connues.

Siup + uz = 0, on peut prolongehn par continuité exx = —1, (mais la série est divergente).
Siup + Uz = 0, on peut prolongehn par continuité erxx = -1 et enx = +1.

Partie C S de la partie B est donS; avec les notations de cette partie C.
Question 1.) Siue Sp, onavn e N, Unzp + Unp = 28 €tUnp + Un = 22 dONCUR2p = Un

et|u e S est 2-périodiqus
Question 2.1.) Le polyndme caractéristique dreest défini paPr(x) = det(F — xlp.1) pourx € R :




-x 1 0 0 -~ O x 1 0 --- 0
0O x 1 O 0 0 —x 1 :
e ) a2 S
Pe(X) = ' : =-D)PAL-x + . . 0
0 wo—x 1 0 0 =X 1
-1 0 - 0 x 2 1 0 - 0 =X
O 0 - -+ 0 1-x . o
par développement selon la derniére ligne.

On développe ce dernier par rapport a sa premiére colonaajea déterminants de matrices triangulaires.
Pr() = (1-0[ ()P + (D)PH(-1) ] = (DPA-X)(xP + 1)

Question 2.2.) Les racines d€&r donnent : Speg(F) = {1}, sip est pair et SpggF) = {1,-1} sipimpair.
Les racines d@r dansC : Speg.(F) = {1,e5@ ouk € {0,...,p— 1} }, avec les racineg®™ de—1.

Question 2.3.) On a detF) = P(0) = (-1)° # 0, donc F est inversible dang.1(R)

Question 2.4.) | F n'est pas diagonalisable daRs, car elle n’a pas assez de valeurs propre§£giit diagona-

-lisable, elle serait semblable a une matrice diagonale dee 1 ou des1 sur la diagonale, dor@? = I, et
doncF? = I ce qui est exclycarF?(e;) = —ep» avec la premiére colonne et I'avant-derniére.

F est diagonalisable dafs|, car elle y adme(p + 1) valeurs propres distinctes, et c’est une condition

suffisante de diagonalisabilité, les sous-espaces pd@aat alors des droites.
Question 3.) L'applications est bien definie suf,, caruo + up = 2a, etlinéaire en fonction degui) ., donc

deu, deS, dansRP,
L’application¢ estinjective, car sio(u) = 6(v) alors| Vi, 0<i < p-1, ui = V;

Eta=bdonc|Vi,p<i<2p-1, ui=2a—-Up=2b—-Vip =V

donc les deux suitasetv coincident pour & i < 2p— 1, or elles sont g-périodiques, dona = v.
De pluss estsurjective, car si on se donng = (ao,as, ---,ap-1,a) danskRP™, on peut définir une suite de Sp,

O<i<p—1, U = g
avec les formules que I'on vient d'utilisex p<i<2p-1, ui =2a-ai, telleques(u) = a.

u est -périodique.

Puisqu’on a un isomorphisme en dimensiore, on a dim(Sp) = p+1

Question 4.1.) L’applicationy est 'opérateur sur les suites appelé décalage de Bernoulli
v est linéaire d& danskE (clair) et siu € S, ett = w(u), alors:

vne N, tnp+th = Unpt + Uner = 2adonc il existeatel quet € S,. [Doncy € L£(Sp)

Question 4.2.) udeS, est D-périodique, et si = y?P(Uu)onavn e N, tn = Unzp = Updonc|y?® = Ig

Question 4.3.) Soient(l4,12,--+,1p,1p:1) les vecteurs de la ba, on as(lx) = Ex de la base canonique @&,
Donc lesp premiersx sont des suites d§, oua = 0 etl .1 est une suite d§, oua = 1.
Elles sont p-périodiques. Précisons leurp gremiers termes :
e

Uo Ui Uz -+ Upa Up  Upra Up2z -+ Uzpa -
- w(i1) = -1
Il . 1’ 0’ 0, cee 0’ _1, 0’ O, cee 0’ (I ) I
l,: 0 1, 0, --- 0, 0 -1, 0, - O, W(IZ) : Il
{1s: 0,0 1, -0 0 0 -1 -.0 et N7
Do : .
Ip : 0! 0’ ttt ce 1, 0, 0’ e _1’ l//( p) p_l
|p+1: o, 0 - -0, 2, 2, 2, .2 L W(Iml):2|p+lml

.

la matrice dey dans la bas€, est dond~

Question 4.4.) |y n'est donc pas diagonalisable da%s, puisqueF n'est pas diagonalisable daRs

Question 4.5.) On adety) = detf(F) = (-1)P + 0, doncy bijective et d'ailleurs| y* = 2! |avecy?® = |4
Ainsisit = y(u) on atp = Uzp1 €tVNn € N*, ty = Upa.




