Concours PT 1997. Probleme 1B 1/14

I.1.a) I. est un intervalle

Un intervalle J de R est caractérisé par le fait que pour tout (z,y) dans J2, pour tout z de R,
(z < z < y) entraine que z appartient a J.

Or pour tout (z,y) € I?, tout z € R, (z < z < y) entraine que (v +c< z+c<y+c).

Or x + c et y + ¢ appartiennent a I, donc z + ¢ appartient & I et z a I..

f est solution de (%)

Pour tout x de I,

flx) = f'(x+c)
fl@)=f"(z+c) = fPz+e) = o)

Par suite f est solution de (x) sur I.

I.1.b) f est solution de () sur [

I est un intervalle et pour tout z de I,

f'(@) = f"(~2) = f*(-2) = f*(2)

Par suite f est solution de (x) sur I.

I.2.a) Détermination des réels d et v tels que d/z" soit solution de (x) sur }0, —i—oo[

Pour tout = de }0, 400 [,

P-4 =200 ey

- Y+l xY+2 - T2

Donc pour que d/z7 soit solution de (k) sur }0, 400 [, il faut et il suffit que v +2 = 2y et
(v + 1)d = d?. Nous en déduisons que v = 2 et d = 6.

o) =S

1.2.b) Solution non nulle de () sur }—oo, 0[

D’apres la question I.1.b une solution non nulle de () sur }—oo, 0[ est f(z) = &z
. 6
fla)=—

I.2.c) Solution non nulle g, de (x) sur }b, +oo[
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Sil= }0, +o00 [, 1. = } —c, +oo[ doul_y = }b, +o00 [ Une solution non nulle g, de (x) sur }b, +oo[

sera donc telle que

La fonction g, ci-dessus satisfait bien a
lim g,(z) = +oc.
e b
Solution non nulle f;, de () sur }—oo, b[
Sily, = }—b, 400 [, I, = }—oo, b[ qui est I’ensemble des = € R tels que —x appartienne a I,. Une
solution non nulle Ay de (%) sur I, sera donc telle que

6

M Gy

et donc une solution non nulle f, de (x) sur } —00, b[ sera donc telle que pour tout x de } —00, b[,

6

6
M= =

fo(z) =

La fonction f; ci-dessus satisfait bien a

lim fo(x) = +o00.
o<t

I.3.a) f’ est croissante sur [

Pour tout = dans I f”(z) = f2(x) > 0, donc f’ est croissante sur I.

2
1.3.b) Il existe ¢ €]0, 1] tel que pour tout x € [0,¢], f"(x) > f_2@

1" est continue sur I donc sur [0, 1[, en particulier en 0. Par suite a tout « réel strictement positif
on peut associer un [ réel strictement positif tel que pour tout x de [0, 1[, I'inégalité 0 < = < 3
entraine

—a < f(z) = f1(0) < a.
2
Choisissant o = fT(O), sachant que f”(0) = f2(0), on aura pour tout x de [0, 3] N[0, 1],

PO ¢ gy < 20,

Ici < 1 car on ne considére que la restriction de f a [0, 1], et on peut toujours remplacer 3 par
un réel positif plus petit. On a donc [0, 5] N[0, 1[= [0, 8] et la proposition est démontrée en prenant
e = (3. Donc il existe ¢ €]0, 1] tel que pour tout x € [0, €],

£2(0)

f(x) > S
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Pour tout z € [0,¢], f'(x) >0
Pour tout  de |0, ], f”(x) > 0 et donc f’ est strictement croissante sur [0, €| et, puisque f'(0) = 0,
pour tout x de ]0, €],

f'(x) > f(0) =0

I.3.c) f est strictement croissante sur |

Comme f’ est croissante sur I (question I.3.a), pour les valeurs de x supérieures a e, f'(x) > f'(e) >
0. Donc pour tout > 0 de I, f/'(z) > 0 et par suite f est strictement croissante sur I.

1.3.d) Pour tout = de I, f'(z)? — % (f(2)* = f(0)%) =0.
Pour tout x de I, f”(x) = f2(x) donc, en multipliant les deux membres par f'x),
Fl@)f"(z) = f2(2) f'(2).

En intégrant on obtient qu’il existe une constante réelle C telle que pour = de I,

Si on fait = 0 dans 1’égalité précédente, on obtient 0 = £ f(0)3 4+ C donc C' = S f(0)3. Par suite
pour tout x de I,

I.3.e) Pour tout z de I,

\/5 /f(ﬂﬁ) dy
V3~ £0) V3= f(0)3

On tire de 1’égalité précédente que

F(@) =+ 2/ TP = O
(@) = =2/ TP = FOP.
Mais comme f'(z) >0
, 2
F(@) = +\[ 2/ FF = 0P

On aimerait bien écrire que
2

MO E
JIwP—jop V3

et intégrer entre 0 et x, ce qui donnerait

2
-z

J i
o VImE-fop V3
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puis faire le changement de variable y = f(x) dans le premier membre ce qui donnerait ’égalité
demandée.
Autrement dit on aimerait appliquer le théoréme suivant :

Théoréme
Soient a et b des réels tels que a < b. Soit 1) une fonction de classe C' de [a,b] vers R. Soit J un
intervalle de R contenant le segment fermé borné 1 ([a,b]). Soit h une fonction continue J — R.
Alors
¥ (b) b
[ htwrdy= [ h@) @) da,
a

¥(a)
Ici, évidemment, on souhaite 1'utiliser avec ¢ = f, h(y) =

S S
Vyi-f(0)?

£(0), le dénominateur tend vers 0 et on a une intégrale généralisée!

f est continue et strictement croissante sur I et admet une fonction réciproque ¢ définie sur
I'intervalle f(I) dont la borne inférieure est f(0). Soient u et « deux éléments de I tels que 0 < u < z.
Alors on peut appliquer le théoreme de changement de variable ci-dessus :

\/W’ a=0etb=x. f est de classe

C? donc C! sur I, et la fonction y — est continue en dehors de f(0) : Quand y tend vers

f(z) dy 2
/ = \/z (x —u).
fw Vy* = £(0) 3
Quand u tend vers 0, f(u) tend vers f(0), et nous devons examiner la convergence de l'intégrale.
Alors au voisinage de 0
1 B 1 1

v =102 V= f0)7+ f0)y+ f(0)2)  V(y— £(0)(3£(0)%)

donc l'intégrale converge et donc pour tout x de I,

\/5 /f(ﬂﬁ) dy
V3T £0) V3= f(0)3

1.4) Etude de la convergence de I’intégrale impropre

+oo dy
w [y3 — w3
Au voisinage de +o0,
1 1

(yHi\/m)N(y'—)ﬁ-

Comme 3/2 > 1, I'intégrale converge en +oo.
Si w # 0, au voisinage de w,

1 1
e T Y e

Donc J(w) converge en w. Si w = 0,
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Comme 3/2 > 1, J(0) diverge en 0.
Calcul de J(w) pour w >0
Effectuons le changement de variable y = wt dans J(w) :

Hoo dy Foo wdt _J(1)

[P — w3 )1 VOB — w3 Ju

(En toute rigueur il aurait fallu faire le changement de variable dans

/ \/ dy—
w y3 w3
pour A > w puis faire tendre A vers +oo . ..)

Calcul de J(—w) pour w >0

Effectuons le changement de variable y = wt dans J(—w) :

Foo dy Feo wdt _J(-1)

B rwd S VB ruwd Jw

Meéme remarque que ci-dessus.

1.5) Il n’existe pas de fonction f solution de (x) sur [0, +o00[ telle que f'(0) =0 et f(0) #0
Supposons qu’il existe une telle fonction f, solution de (x) sur [0, +oo[ telle que f/(0) = 0 et

£(0) # 0. Alors soit f(0) > 0, soit f(0) <0

Examinons d’abord le cas ou f(0) > 0.
Posons w = f(0) dans ’égalité de la question L.3.e :

\[ /f(w) @ gy /f(w)/w gt
F0) VY — 1 VovB -1  Vu Vit —1

avec 1 < f(z)/w.

Alors ff(a:)/w \/tdt_ étant majorée pour x € [0, +oo[ par J(1), pour x € [0, +00], m\/% serait majoré

par J(1)/4/f(0), ce qui est impossible.

Examinons maintenant le cas ou f(0) < 0.
Posons w = — f(0) dans ’égalité de la question I.3.e :

\/7 /f(ﬂf) /f(ﬂf)/w dt f@)/w
Wrs=r: vl e

avec —1 < f(z)/w.
Alors ff(x)/w \/gtT étant majorée pour = €]0, +-o0[ par J(—1), pour z €]0, +o0], x\/g serait majoré
par J(—1)/4/—f(0), ce qui est impossible.

Par suite (%) n’admet pas de solution f sur sur [0, +o0[ telle que f/(0) =0 et f(0) #0
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Partie 11|

II.1.a) Démonstration de relations diverses
Kk
Posons R; = Zj.
7j=1

R = 1 4+ 2 4+ - + (k=1)
R = k + (k=1) + - + 2

En faisant la somme nous voyons que

2Ry = k(k+1)
donc k4 1
gy = K+ D)
2
k
k(k+1)(2k+1
Posons Ry = Z 42. Pour montrer que Ry = (k+1)(2k+ ), nous allons faire une démonstration

j=1
par récurrence. Soit Py la propriété :
E(k+1)(2k+1)

Ry = .
2 6

P; est vraie.
Supposons Py, vraie.
P41 signifie :

k+1
e k(k+ 1)(2k + 1) 1)

A 6
7j=1
k+1
_ ! JGF ) (k(2k +1) + 6(k + 1)
k+1
_ | ; ) (21 4 7k 4 6]
_(E+1)(k+2)(2k+3)
B 6
Donc la propriété est récurrente.
, 1)?
Etudions le signe de R3 = 2k(2k — 1) — (k+1) .
(k+1)?
R3 =2k(2k —1) —

[4k(2k — 1) — (k +1)°]

[7k* — 6k — 1]

(k—1)(Tk+1) >0 pour k > 1

N~ DN~ DN~
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, 3
Etudions le signe de Ry = k? + 2k — Z(k +1)%

3
R4:k2+2k—z(k+1)2

[4(k* + 2k) — 3(k + 1)?]

[k + 2k — 3]

4>|>—wl>|>—wl>-|>—‘

(k—1)(k+3)>0pour k>1

k—1
IL.1.b) Calcul de » (j+1)(k—j)
=0
k—1 k—1
Y G+DE=5) =Y G+Dk+1)—(G+1)
§=0 §=0
k—1 k—1
=Y G+DE+1) =) (G+1)?
j=0 j=0
k k
=(k+1 Z] Z]Q
7j=1 7j=1
k(1) k(e D)2k 1)
2 6
k(k
_ K ; )(3k+3—2k—1)
 k(k+1)(k+2)
N 6
Vérification I’inegalité
1 < i 10— 1
g = )3 U =3
7=0

T
)

1 1 k(k+2) 1
CESVER S L S S ER
_ m[zlk(lwﬂ) _3(k+1)7)
- 724(]{“)2(1{2 +2k — 3)
(k= 1)(k+3)

>
A(k+1)2 = 0
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k—1

1 . L 1 kEkE+2) 1
- Wk—j)— =1t 2
(k+1) ;UJF k=) = 5 =5kt 6
1 2
-t <y
C6(k+1)2 ©
I1.2) Conditions sur les coefficients a
Pour z €] — R, R|,
+oo
f(z) = Z apz*®
k=0
+oo
Fl(x) = 2(k+ Dag 2™t
k=0
+oo
Fl(@)=>"2(k+1)(2k + Dapsra™
k=0
400 k
Fa)=> Y arja; |«
k=0 \j=0

f est solution de () sur | — R, R[ si et seulement si pour tout k € N,

k

Zak,jaj = 2(]{ + 1)(2k + 1)ak+1
§=0
c’est-a-dire pour tout k € N*,
k-1
Z Qp—1—5a5 = 2k(2k — 1)ak.
j=0

Donc pour tout k > 1,

1 k-1
a = W2k —1) ;akljaj

I1.3.a) ¢ > 0 pour tout k € N

Nous allons faire une démonstration par récurrence. Désignons par Oy la propriété
(Vi € [0,k], ¢; >0)
c1 = 1 donc Q; est vraie.

Pour k > 1 supposons que Qj_; est vraie. Alors pour tout j € [0,k — 1], ¢; > 0. Donc pour tout
je0,k=1,k—1—-j€[0,k—1] et cjep_1—; > 0.
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k—1 k—1
1
Alors ;cjcklj >0etcp = m ]Z% Ck—1—jc; > 0 donc Qy est vraie : la propriété Qy, est
récurrente.
I1.3.b) Démonstration de I’inégalité
1 A 2
Ak 1?2 anck 1-j SOk S kr1e chck,l,j
7=0 7=0
2
D’apres la question II.1.a, 2k(2k — 1) > (k —; 1) d’ou 2k(2]1 Y < ¢ _E 72’ donc

1 k—1 9 k—1
- - e < = e
o* 2k(2k—1)§ck I = 1) ;C’“ 136

D’autre part

1 1 1 —5k —2

T k1)~ G DRk R R s G k) = e ey <0

donc pour k > 1,
1 1

M1 = 2%k = 1)

et
k—1 k—1

1 1
— E T > E 4 iCs
o 2k(2k - 1) =0 o= 4(k+1)? =0 s

II.4.a) Démonstration de I’inégalité

Etl_ k1
gk =S T

Nous allons, comme il est suggéré, faire une démonstration par récurrence. Soit Ry la proposition

11 11
<Vie[0,k], Z;;i gcigzg; )

Ro est vraie.
Pour k£ > 1, supposons que Ry_1 est vraie. Alors pour tout j € [0, k — 1],

j+l k—j _ 1 k-

E e A e e e

(G + Dk~ ) (+ )k~ )
32k71 S Cjck*l*j S 3k—1

k=1 k—1
1 . _
s U Dk =0) <Y cenaasy <
j=0 =0
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et en vertu de la question II.1.b

(k+1)3 Z (k+1)3

8><32k TS CiCh—1-1 = Gk

Alors d’apres la question I1.3.b

k—1
1 Z 2 Z
4(k +1)2 =0 Gk S O = (k+1)2 =0 et

donc
k—1 k—1
1 (k+1)* 1 2 2 (k+1)
< <ep < ——
4(k+1)28><32’€*1_4(k+1QZCJck 13 = (k+12jzgc”c’“ 9 S R 1)26 x 3F 1
donc 1 1
+ +
S T
La propriété R, est vraie, Ry est récurrente.
I1.4.b) Rayon de convergence de la série entiére Z cpxk
k>0
Posons u = % et v, = %
1 1
lim Yktl _ et lim Ukl _ 2
k—+4oco U 32 k—+4oo0 Vg 3

Donc la série E urz?* a pour rayon de convergence v/32 et la série E vz?* a pour rayon de
k>0 k>0

convergence /3. Pour 0 < |z| < /3, la série kax% converge absolument et donc la série

k>0
chx% aussi, donc p > /3. Pour |z| > /32, la série Zukx% ne converge pas absolument et
k>0 k>0
donc la série Z ckm% non plus, donc p < v/32.
k>0

Finalement on voit que V3 < p < 44/2.
I1.5.a) Démonstration de 1’égalité

1)

(2) =
2]

La (une) définition de p est que pour tout = € R tel que |z| < p la série Z cxz?* est absolument
k>0
convergente et pour tout z € R tel que |z| > p la série Z crx?* est non absolument convergente.
k>0
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La (une) définition de R(z) est que pour tout z € R tel que |z| < R(z) la série chzkaQk
k>0
est absolument convergente et pour tout z € R tel que |z| > R(z) la série chsz&x% est non
absolument convergente. =
Soit z € R tel que |z| < ﬁ Posons p = |z|\/|z]. Alors |cpzF T a?%| = cplz|p?F < cxlz|p?.
Comme p’ < p la série Z cp a2k
k>0

est absolument convergente. Donc

p

NE

Soit # € R tel que |z| > —2=. Posons p' = |z|\/|z]. Alors |epz 12| = cplz|p?F > cil2]p?F.

Vil

R(z) >

Comme p’ > p la série Z 2" T %% est non absolument convergente. Donc
k>0
R(z) < b
2|
Donc p
(2) = :
2|

Donc R(zp) = 1 pour z strictement positif si et seulement si z, = p°.

I1.5.b) La fonction réelle h, est solution de (%) sur | — R(z), R(2)[

Pour tout z €] — R(2), R(2)],

ho(z) = Z p g2
k>0

R (z) = Z(Qk + 2)cpyr 2F 2220
k>0

WY () =) (2k + 2)(2k + 1)cpyr 2" 20

k>0
Or
k A A
(hz(x))Q _ Z chzﬁrlckijzk*wrl 22k
k>0 \ j=0
k
_ Z Z CiChj Zk+2x2k
k>0 \ j=0
=" (2k +2)(2k + 1)cpy1 2522 = b (2)
k>0

Donc h, est solution de (x) sur | — R(z), R(2)[.
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Partie III]

IT1.1) Démonstration de 1’égalité «(0) = —v(0)

U(O) = C()(Z()) = Cpokp — %0-
1)(0) = —C()(Z()) = —Cpzog = —Z0-

Démonstration de ’égalité u'(0) = v'(0) =0

u’ et v’ étant des séries ne contenant que les puissances impaires de z, on a u'(0) = v'(0) = 0.

Démonstration de 1’égalité

€T —_ = _— = _—
3w V(203 S VYR (20)3
On prend la formule démontrée en 1.3.e,

\/5 /f(ﬂﬁ) dy
V3T £0) VY — f(0)3

on remplace f par w puis par v, ce qui possible puisque u et v sont solutions de () sur | — 1, 1], et
on utilise que u(0) = 2o puis v(0) = —zp :

\/5 /u(ﬂi) dy v(z) dy
x - — - 2z == @ = - 2z @
3 o VU — (20)3 —z VY3 (20)3

I11.2) Démonstration de ’égalité J(2)? = 2/3 et valeur de 2, en fonction de J(1)

lim m\/i \/5 et lim " dy o dy J(20)
—_ = —_ _—_— —_— O
e R A 7R e LI SV BN E
donc
2 2
J(z0) = 3 et J(z)* = 3
Or on a vu dans la question 1.4 que
J(1))? npE 2 3
[J(20)]? = [ 20)] donc [ 20)] =3 et  zp= §[J(1)]2

IT1.3) Démonstration de I’inégalité J(1) < J(—1)
Faisons le changement de variable y = 2 4 ¢ dans l’intégrale

+oo dy

VA -1

J(1) =
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J(1) =

+oo dt +oo dt /+oo dt
= <
1 VB H6R+12t+7  Jo /B H1+6(t+1)2 S VEBE+1

(Car la fonction
1 1

(\/t3+1+6(t+1)2 IRYGES

est strictement négative et continue sur | — 1, +00])
(En toute rigueur il aurait fallu faire le changement de variable dans

)

/“ dy
1VyE—1
avec A > —1 pUiS faire tendre A vers +00 .. )

Il existe un unique réel A > —1 tel que

1)—/A 4y
-1 VYR +1

Soit
¢ = ]=1,40]— R

¢ est continue et croissante sur | — 1, +o0].
lim ¢(u) =J(—1) et lim ¢(u) = 0.
u—+00 u——1

J(1) appartient & l'intervalle |0, J(—1)[, qui est ¢(] — 1, +o0]), donc il existe un unique réel A de
| — 1, 400 tel que p(A) = J(1) c’est-a-dire tel que

1)—/A 4y
13 +1

ITI1.4) Existence et calcul de la limite & gauche

L= iiirll v(z)
x<l

Faisons le changement de variable y = 2yt dans I’intégrale trouvée dans la question III.1 :

u(z) dy

v(a:)

\/5 /U(ﬂf)/zo t u(x) dy
€T _ = — _ = _—
3 Vo VB +1 Uz VYR = (20)?

. 2 )2 M dy o dy J(1)
limxy/= =141/= et lim EEE— — — = J(z) =
o V3 Vs i) VP (207 L VY= (20)° vz
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Donc
v(z)/z0 dt
lim

-],
N NG o

On en déduit que

3
lim @ =X et limov(z)=L=Nzp= §A[J(1)]2
Lo %o e

Finalement



