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Corrigé

Une CNS pour que A € M»(R) soit inversible est que | det A # 0 | Dans ce cas |det(A™!) = et Al
e

On sait que si A € M2 (R) est inversible, son inverse est égale a :

1
-1 _ t
= Tt A (Com A)

ou Com A désigne la matrice des cofacteurs de A.

a c\ . g AT d —c
b d),51detA—ad bc # 0, on a donc : A _adbc(b a)'

On applique cette formule aux trois cas proposés. On trouve :

2 3 _ 2 -3 4 7 _ -5 7 4 6 . 1(5 —6
A1<1 2)’A11<—1 2);A2<3 5>’A21<3 —4>;A3<3 5)"4315(—3 4)

Soit A = <a C) € My(Z), (a,b,c,d) € Z*. A est inversible si et seulement si det A = ad — be # 0; Dans ce cas,

Dans le cas général, si A =

b d

—1 1 d —C -1 . 4 . 1 . . .

A= . Pour que A7" € My(Z), il faut que son déterminant soit un entier relatif, donc
ad —bc \=b a ad — bc
nécessairement det A = ad — bc € {—1,1}.
Réciproquement, si A = Z ccl € My(Z) vérifie det A = ad — be € {—1,1}, alors, A est inversible et son inverse
1 d -—c

-1 _

A = d—be (—b a) GMQ(Z),
_fa ¢ . a1 d —c . .

Donc, pour que A = b d) € M3(Z) admette une matrice inverse A~ = T be <—b a ) € Ms(Z), il faut et il
suffit que det A = ad —be € {—1,1}.
4)

On note SL2(Z), le sous-ensemble des matrices de Mo (Z) dont le déterminant vaut 1. Les matrices de cet ensemble
sont donc inversibles et leur inverse est dans Mo (Z).

Soit Ay = <2 ;) Ay € SLy(Z) si et seulement si det Ay =5—bc=1 <= bc=4. Comme (b,c) € Z?, on obtient

les couples (b, ¢) suivants :

[(4,1), (-4,-1), (1,4), (-1,-4), (2,2), (-2, -2)]




On désigne par C2(Z) ensemble des matrices A de M3(Z) telles qu’il existe un entier naturel p # 0, vérifiant AP = I,.
Pour chaque matrice A € C2(Z), on admet qu'il existe un plus petit entier naturel ¢ # 0, tel que A? = I5. On le note
h(A); il est appelé l'ordre de la matrice A.

Soit A = (Z fl) € Cy(Z), d’ordre h(A) = p.
Comme AP =15, alors (det A)P = det I = 1.
Ce qui implique que det A € {—1,1}. D’aprés la question A-3, A est inversible et son inverse est élément de M2 (Z). ‘
2)
Alors (A™1)P = (AP)™! = I,. Ainsi, A~ € Co(Z), d’ordre h(A™1)<p = h(A). En intervertissant les roles de A et de

son inverse, on a aussi h(A)<h(A™Y).
On a utilisé le fait que Pordre d’une matrice A de C2(Z) est le plus petit entier naturel non nul p tel que AP = I,.

Ainsi | h(A™Y) = p = h(A)

Soit A € C une valeur propre de A. Il existe donc U = (g) #0, tel que AU = \U, avec (a, ) € C%. D’ott APU = N\PU.
Comme AP =15, alors A’U = U, et puisque U # 0, \? = 1.

Les valeurs propres A1 et Ay dans C de A sont de module 1. ‘

4)
Le polynome caractéristique de A est x4(X) = det(X Iy —A) = X? — Tr(A)X + det A. Ses racines sont les valeurs
propres de A. Donc ‘ Tr(A) = A1 + X2 ‘

Done | Tr(A)| = |a + d|<[A| + [Ao| = 2. Comme (a,d) € Z?, Tr(A) € Z, et on vérifie que | Tr(4) € {~2,-1,0,1,2}]
6)

. 2 — -1 . .
Les matrices C' = ( 3> et D= <0 ) appartiennent & C3(Z) |, car leurs coeflicients sont éléments de Z et

1 -2 1 -1
C?=D*=1.
‘Leur ordre est égal & 2|, puisque C* # Iy et D # I,.
-3 1
M =CD = <_§ 1> a ses coefficients dans Z. Sa trace vaut -2, son déterminant -1. Son polynoéme caractéristique

est xar(X) = X2 —Tr X +det M = X?+2X — 1 admet —1 + /2 pour racines. Ces nombres sont les valeurs propres
de M = CD. Elles ne sont pas de module 1.

CD n’est pas élément de C(Z) ‘

D’apreés la question B-3,

xA(X) =det(X Iy —A) = X? — Tr(A)X + det A.

Les valeurs propres A et Ao peuvent étre réelles, de valeur absolue égale & 1, auquel cas leur produit det A = +1.
Elles peuvent étre non réelles mais alors complexes conjuguées, car racines d’un polynéme a coeflicients réels, auquel
cas A2 = A1, et leur produit est det A = AMAg = M\ = |)\1|2 =1, d’aprés B-3.

Dans tous les cas . Le déterminant de A a deux valeurs possibles +1. D’aprés B-5, la trace de A a elle
cing valeurs possibles, dans {—2,—1,0, 1, 2}.

Ainsi, le polynéme caractéristique x4 (X) = det(X I, —A) = X? — Tr(A)X + det A a dix valeurs possibles.
D’apreés B-3, il faudra exclure les polynémes dont les racines ne sont pas de module 1.

~Cas1:TrA=-2 ya(X)=X?+2X+1= (X +1)? a une racine double égale & -1, de valeur absolue 1.
~ Cas2:TrA=—1. xa(X) = X? 4+ X + 1 a deux racines conjuguées j et j> de module 1.
—Cas3:TrA=0. xa(X) = X? 41 a deux racines conjuguées i et —i de module 1.

~ Cas4:TrA=1. ya(X)=X%—- X +1 a deux racines conjuguées —j et —j> de module 1.

~ Cas5:TrA =2 ya(X)=X?-2X+1= (X —1)? a une racine double égale & 1, de valeur absolue 1.




— Cas6:TrA=—-2. xya(X) = X2 42X —1 a deux racines réelles —1 + \/57 cas exclu puisqu’une racine est de
valeur absolue strictement supérieure & 1.

+v5
~Cas7:TrA=—1. ya(X) = X?+ X — 1 a deux racines réelles T\/_’ cas exclu puisqu’une racine est de

valeur absolue strictement supérieure & 1.
~ Cas8:TrA=0. ya(X) = X?—1 a deux racines réelles &1, de valeur absolue 1.

+ 5
—Cas9:TrA=-1. xa(X) = X2 — X — 1 a deux racines réelles T\/_, cas exclu puisqu’une racine est de

valeur absolue strictement supérieure & 1.
— Cas 10: TrA =2. xa(X) = X2 - 2X — 1 a deux racines réelles 1 + \/5, cas exclu puisqu’une racine est de
valeur absolue strictement supérieure & 1.

Seuls six cas sont donc a retenir. Les cas 6, 7, 9 et 10 sont a exclure.

Rappelons que si le polyndéme caractéristique de A est scindé simple, dans K = R, ouC, i.e a deux racines distinctes
dans K =R, ouC , A est diagonalisable dans K =R, ouC .

Ainsi, dans les les cas 2,3, 4, A est diagonalisable dans C; dans le cas 8, A est diagonalisable dans C.

Restent les cas 1 et 5, ou le polynéme caractéristique est scindé dans R, mais avec une racine double ¢ = £1. A est

f) C;) , a € R. Or AP = I,.11 est facile de vérifier

e’ pa 1 0
TP(O gp)12<0 1>:>a0

Ce qui prouve qu’en fait, dans les cas 1 et 5, A est diagonalisable dans R.
Dans les six cas retenus, A est donc diagonalisable dans K = R ot K = C et donc semblable a la matrice diagonale T’
de ses valeurs propres. Comme AP = I3, on a bien sut T? = I,.

trigonalisable dans R et semblable & une matrice triangulaire 7' = (

par récurrence que :

-1 0

a. Casl:T:(O 1

) #1y. T? =15. L’ordre de A vaut donc 2.

0
On a utilisé la propriété j° = 1.
i 0
0 —i

b. Cas2: T = (j jog) On vérifie que T %15 et T3 = 1I,. L’ordre de A vaut donc 3.

c. Cas3:T = ( ) On vérifie que T2 # Iy et T* = Iy. L’ordre de A vaut donc 4.

d. Cas4 : T = —J _(;,2). On vérifie que T2 %15 et T3 =1,. L’ordre de A vaut donc 3.

) =1I5. L’ordre de A vaut donc 1.

1 0

f. Cas8: T = 0 —1

(
e. Cas5:T<
(

) #1y. T? = 1. L'ordre de A vaut donc 2.

10)
P, = 12 est le plus petit commun multiple des divers ordres trouvés.
Il vérifie bien la propriété demandée :

VA € Cy(Z), AP=12 = 1,

On désigne par E Pespace vectoriel R3[X] des polyndmes & coefficients réels, de degré inférieur ou égal a 3.
On consideére I'application ¢ définie par :

1

W(P.Q) € B, o(P.Q) = / PHQ() dt

-1

La linéarité de I'intégrale montre que ¢ est une forme linéaire par rapport au premier argument, i.e :

V(P,Q,R) € E®>, VA€ R, o(AP + Q,R) = Xp(P, R) + ¢(Q, R)



La forme est évidemment symétrique, i.e <p(P Q) = ¢(Q, P).
La forme est positive : VP € E, (P, P) / P2(t) dt=0, car P? est cpm et positive sur [~1,1].

Soit P € E, tel que ¢(P,P) = / P%(t)dt = 0. Comme P? est positif et continu sur [—1,1], alors le polynéme P>
-1

s’annule en tout point de [—1, 1], et ayant une infinité de racines, c’est le polyndéme nul, de méme que P.
On a montré que VP € E, o(P,P) = 0= P =0, ce qui prouve que la forme ¢ est définie.

 est une forme bilinéaire, symétrique, positive et définie sur F : c’est un produit scalaire sur E. ‘

La norme euclidienne associée est définie par :

1
WP PP =P P) = [ Pd

—1

2)

git bien siir du procédé d’orthogonalisation de Schmidt.

Posons, quel que soit i € {0,1,2,3}, F; = VeCt((Xj)Ogjgi-

On notera p; le projecteur orthogonal sur Fj.

On va démontrer par récurrence sur ¢ la propriété P; : il existe une base orthonormale unique mg,...,m; de F; telle
que, quel que soit j € [[0,4]], (X7, m;)=0.

2 211 0|2 2
U . = XY =2« = 1 1 1
Initialisation : pour i = 0, 7y = « X0, [I7oll QOH 0 = g = —, g = —_x0
P oo { p(mo, X°) = app(X°, X°) =200 > 0 RV R NG

Heérédité : supposons la propriété vérifiee pour ¢ — 1 € {0,1,2}.
Alors, nécessairement X' = a;m; + Y, a; 0, Y; € Fj_1.
Comme 7; € Fj-, nécessairement Y; = p;_1(X") = Z p(X*

i—1
De plus || X'||* = af[|m|* + [[Yil|* = af + > (X", 7;)°.

§=0
D’autre part o( X%, m;) = a;0(X", X4 + (Y, m) = ai| | X2 = ;0.

—— —— ——
=0 =0 >0
1 .
D’ou o; = X2 Zetm = X' — X
i |[X7 Z‘P i P Z@(

172 = 3 (X

Ces formules montrent I’existence-unicité demandée et donnent le procédé de construction de la base orthonormale.
On trouve successivement :

o = \/;XO, = ?X, o — %\/10 (X2 _ %) 7y — %/14 (X3 - gx)

a. Soit P € E, ||P||* = / P?(t)dt = 1. Comme (7o, 1, T2, 73) est une base de F, on peut décomposer de maniére

unique P dans cette base

3
P = E ;TG
i=0

b. Et comme la base est orthonormale :

3

1
Sat=lPIP= [ Poae=1
-1

=0

c. (i) Considérons R*, muni de sa structure euclidienne naturelle, par le produit scalaire naturel noté >< .,. >, la

)
a
base canonique est alors une base orthonormale. Appliquons la formule de Cauchy aux vecteurs U = ZC)
d



etU/: 12

< U,U" >| = |ad’ + b + e +dd'|<||U||[|U'|| = Va2 + b2 + ¢ + d2\/a’ + b2 + ¢2 + d?

3
(ii) En appliquant cette formule & P(z) = Z a;m;(z), on a bien :
=0

3 3 3
Vo €R, [P(a)[<, | Yol | D wi(z) = | > wi(x)
i=0 i=0 i=0
———
=1
d. Donc :
3 3
Vo e [-11), [P@)l<| Y swp w(@)= sup [P@)l<,|D suwp wi(a)
i=0 *€[=1,1] z€[-1,1] o w€l-1,1]

Les fonctions 7Ti2 sont continues sur le segment [—1, 1] et y sont donc bornées, d’ou Uexistence des bornes supé-

rieures.
1 6 V10
Bien siir, sup 7T§ = —, sup W% = —. La fonction o est représentée par une parabole de sommet (0, ———).
vel-11] 2 wel-1y 4 4
V10 10
73(1) = ~—. En raison de la parité, on a donc sup 73 = —.
2 z€[—1,1] 4
. . . S , 15 s 1 L 1
La fonction 73 est impaire. On 'étudie sur [0, 1]. m5(x) = 7V 14 X° — 5 ) est donc décroissante sur [0, ﬁ],

,1]. On vérifie facilement que sup 73 = 73(1) = —. Dot :

ﬁ z€[—1,1] 4

croissante sur [

3
1 6 10 14
sup |P(z)|< sup wfz\/—+—+—+_2\/§
16[*171]| (@) ;ze[—l,l] (z) 2 4 4 4




