Corrigé E3A MP 2012 MATH B
M.SAADAOQUI ( IBN TAYMIA MARRAKECH )

1. (a) D’apres le formule du rang , on a dim Ker () + dimIm 7 = dim E , d’autre part , pour tout
reFE onmar=x—7(x)+ m(z),donc E = Ker (r) ® Im (7) .
—— N

€Ker(m) €Im(m)
i. Soit 2z € E,onaxz—x(x) € Ker(r) = (Imn)" ( Car 7 est un projecteur orthogonal )

donc d’apres le théoreme de Pythagore , on a: ||z|* = ||z — 7 (2)||> + ||7 (@) ||> > ||7 ()|
. Légalité a lieu si et seulement si x = 7 (x) ¢’est-a-dire si et seulement si z € Im (7) .

ii. Ona(r(z),2) = (1 (z),z — 7 (z) +7(2)) = (v (2) 2 — 7 (2))+(r (2) 7 (2)) = |7 (2)]|* >

TV
=0

0.1 égalité a lieu si et seulement si 7 (z) = 0 c’est-a-dire x € Ker (7) .
(b) Soit 7 un projecteur ( donc 7* est aussi un projecteur )

e Supposons que 7 = 7, alors Ker (1) = Ker (7*) = (Im 7r)l , donc 7 est orthogonal

e Supposons que 7 est orthogonal , alors , pour tout (z,y) € E* ,ona (z — 7 (z),7(y)) =0
, donc (z,7(y)) = (7 (x),n(y)) et par symétrie , (7 (x),y) = (v (x),7(y)) . Par suite
(e, (1) = { () ,9) » done m=7*

2. (a) Si m est un projecteur et B une base orthonormé , M = matg(n) = ( ZL Z) , alors
matg (%) = 'MM étant la matrice d’un projecteur , donc Tr (M) = 1 , cest -a-dire
a+d = 1,7 est un projecteur orthogonal si et seulement si ‘M = M et M? = M . ce

2
qui est équivalent & : b =cet beta” ab+bd ) _ ( @

b . P X
ac+cd bet & ¢ d ) ce qui est équivalent a b = ¢
,a?+ 0 =a,(a+db=0bet c(a+d)=cetb®+d*=d Les égalités précedentes sont alors
équivalentes a b =c ,b* =a(l —a), c(a+d) =cet b*> = d(1 — d) cette dérnicre est vérifice
d(l1—d)=(1-a)a.
(b) a(l —a)=10b*>0,doncac|0,1].
10 a b a b
(C)N:(o 0)(b 1—a>:<0 o>'
Sia:O,alorstZQ(l—a):O,doncb:(),danscecasN:(8 8>,doncdiag0nalisable

Sia#0, xy =X (X —a), est scindé a racines simples , donc N est diagonalisable .
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(d) On a E = Ker (m) @ Im(m1) . Soit B = (£1,2) une base orthonormée adaptée a cette dé-

composition , alors la matrice de M; = matg (71) = < g) 8 ) . B étant une base orthonormée

, donc , il existe a € [0,1] et b € R tel que b* = a (1 — a) et My = matp (73) = < z 1Ea )
Matg (7 0 mg) = ( 8 8 ) est diagonalisable ( d’aprés la question précédente ) , de plus le
spectre de 71 o Ty est {0, a} donc inclu dans [0, 1] .
3. (a) m; étant des projecturs orthogonaux , donc 7} = ;] ,donc
(miomyom) =mjomyonm; =T 0Mp0m;
71 0 Ty 0 w1 est un endomorphisme symétrique , donc diagonalisable .D’aprés 1°) (b) .i , on a

[(m 0wy 0m) (2)]| = [lm (ma (1 (2))| < [z (w1 (@) < flma (2)]] < [l

Si A est une valeur de 1 = 7 o my 0oy , il existe x € E\ {0} tel que 7w (z) = Az , donc
Al [|z]] < ||z|| . D’autre part , Par suite A € [—1,1] .
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(b) (z,m(x)) = (m (x),me (71 (x))) > 0 ( d’aprés 1°) (b).i7) , donc 7 est positif par suite son
spectre est contenu dans [0, 1] .

(¢) w1 et ™ =7y 0wy 0wy commutent , donc Im (1) est stable par m o my 07y .

(d) Onam (E) C E , donc my omy (11 (E)) C w1 (E) , c’est-a-dire Im (1) est stable par 7w o7y .
On a pour tout = € Im (71) , 71 () =z, donc m o Ty 0 my () = w1y 0 mo (x) . Ainsi sur Im 7y
, O a W/Im(ﬂl) = (71'1 (¢] 7T2)/Im(7r1) .
D’autre part 7 est diagonalisable et Im (71) est stable par m , donc 7/ im(r,) = (71 0 T2) JTm(r)
est diagonalisable , et puisque le spectre de (7 o m3) JTm(ry) €St inclu dans le spectre de 7
donc le spectre de (1 0 m2) /1, €st inclu dans [0, 1] .

(e) On a 7} = m;, donc
Gt = (Im (m1) 4+ Ker (1)) = Im (my)" N Ker (m3)" = Ker (%) NIm 7} = Ker (m1) N Im

Pour z € G+ , myétant un projecteur , donc , pour tout z € Im (73), 7 () = 0,ce qui donne
que : (mpom)(x) =m(x) =0 (car x € G+ = Ker (m) NImy).

(f) Soit By = (e1,¢9, ..., &) une base orthonormée de Im (7s) et By = (g,,41, €2, ...,&,) une base
orthonormée de Ker(my) , B = (e1,€9,...,&,) est une base orthonormée de E , et on a
7o (i) = i pour i € {1,2,...,m9} et w2 (g;) = 0 pour 5 < i < n , donc :

n n n T2

Tr(myom) = Z<(7T2 om) (&), ) = Z(m (€i) 75 (€1)) = Z(m (€3) s ma (€1)) = Z<7T1 (€1) ;&)

i=1 i=1 i=1 i=1
D’autre part , on a ||m; (x)]| < ||z]| , donc
(1 (€i) &) < [lm (&9)]] llesl| < 1

Par suite Tr (mg omy) <13 .

Si I'égalité a lieu , alors , pour tout i € {1,2,...,72} , (71 (£:),6;) = 1 = ||&| , donc d’apres

la question 1°)(b).on a ¢; € Im(m) pour i € {1,2,...,r2} , par suite Im (7m2) C Im(m)
T2 T2

Réciproquement si Im (72) C Im (71) alors T (my 0 m1) = Z (1 (&) ,€i) = Z (ei,€i) = T2
i=1 i=1

Exercice 11

L. (a) My gcpMy, 0,1, = ( C D

) A BN(1, —A'B A 0,
(b) On prend £ = —A 1B,don(:(c D>(0n I >:(C’ D—CAlB>

-1
Les matrices ( [j).z _’%n B > et < é, D— gth B ) étant triangulaires par blocs , donc
I, —A'B A 0, -
det<0n I, )zlet det(C D_CAlB)Zdet(A)xdet(D_CA IB)

Ce qui donne que det (M po.p) = det (A) x det (D — CA™'B) .

2. (a) D’apres la question précedente , on adet (M4 pcp) = det (A)xdet (D — CA™'B) = det (AD — ACA~
. D’autre part AC' = CA , donc det (AD — ACA™'B) = det (AD — CB)
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3. 8=

(a)
(b)

()

i. Onaxyy, ., = det < A _OM" D _B)\]n ) . Notons Sp (A) = {\1, Ao, ..., A\, } les valeurs

propres de A , on a pour tout A ¢ Sp(A) , A— A1, est inversible de plus A— \I,, et C' com-

mutent , donc d’aprés la question précedente , ona: x,, . ., (A) = det ( 4 _C/\]” D _B)\ I

. Dautre part A — Xy, , ., (A) — det (A*,, + AU + V) est une fonction polynéme qui
admet une infinité de racine , donc nulle , par suite , pour tout A € R .

Xtapop (A) = det (NL, + AU + V)

ii. Pour A =0, on obtient det ( é g ) =det (V) =det (AD — CB) .

I, B

tB I,
''BB)= 'B'('B) = 'BBet X € My,1(R) ,ona: 'XSX = |[BX|*> > 0. S étant
symétrique réelle positive , donc ses valeurs propres sont toutes réelles ou positives .

D’apres la question précédente , on a :
Xs =det (A =2\ +1) I, — ‘BB) =det (‘BB — (A= 1)°L,) = x 155 (A= 1))

Supposons que T est définie positive , soit A € R une valeur propre associée a T et X €
My (R)\ {0}, tel que TX = AX , On a'XTX > 0, donc A||X||* > 0, ce qui donne que
A>0.
Supposons que les valeurs propres de 1" sont toutes strictement positive .1 étant symétrique ,
donc il existe P € O, (R) et D = diag (A1, Aa, ..., A,) diagonale telle que “PTP = D .
Y1
On a alors , pour tout X € M, ; (R)\{0},posons Y =! PX = D, Y #O0car X #0.
Yn
IXTX = ('XP)D('PX)= "YDY = \yZ+ ...+ \y2 > 0.
On a S est symétrique positive ;notons jiy, i, ..., i, les valeurs propres de ‘BB, (on a p; > 0
car ' BB est symétrique positive ).
alors : ) est une valeur propre de S < xg(A\) = 0 & x g5 (A — 1)2) e (A-1)7 €

{11, toy -y 1, } cE qui est équivalent & A € {1 + Sy ey L S, L — gy ey 1 — /un}
Donc Sp (S) = {1+ \/Bg, s L+ /Iy L = /Hp, oy L — /0 |-

Ainsi S est définie positive si et seulement si son spectre est inclu dans R ce qui est équivalent
a , pour tout i € {1,2,...,n} , /1; <1 clest-a~dire 0 < p; < 1.

4. Remarquons d’abord que A,, est une matrice de taille 2" | n > 1. D’aprés la question 2°) , on a
det (A,) = det (—34,_1) = (=3)* det (A,_;) = 32" det (A,_;) . Par récurrence det(A4,) # 0 .

(a) On a det (Ay) _ , donc H( det (Ay) > H32k 37++2" donc

det (Ak—l) det Ak 1

(b) D’apreés la question 2°), on a :

2
Xa, = det (\*Lon —3A42_}) =det (3A2_; — N’Lon) = 32" det (Ai - %]271)

3

)=

det [(A — AL,) (D — ML,) — CB] = det (NI, + \U + V)OuV = AD—CBetU = — (A + D)



1.

2.

A

1 A A A
Donc = 32" det (An ——I n> xdet (An + —I n) = 32" (—) X (——)
XA, 1 /3 2 1 /3 2 XA, /3 XA, /3
A A
V3 V3
Les valeurs propres de A; sont —v/3 et v/3 , donc les valeurs propres de A, sont —3,3 , puis
par récurrénce les valeurs propres de A,, sont (\/g)n ,— (\/§)n .

A est une valeur propre de A, si et seulement si est une valeur propre de A, .

Exercice IIT

(a) OB diameétre du cercle C, donc (ON,B) est rectangle en NV, .

1 1
(b) © (0, 5) étant le centre du cercle et R = 5 est le rayon du cercle C , donc C pour équation :

x—l 2—|—yQ:1 soit 22 —x + 9% =0
2 4’

D’ a pour équation y =1 .

(c¢) Notons (z,y) les coordonnées de N; , on a alors M; = (t,1) , I’équation de la droite (OM;)

1 2
estyz;:c. NtE(OMt),doncy:% .D’autrepartNtEC,donch—g—i-x—:O,cequi

t2
q t . 1
onne que r = uis y = )
d 1+ PV =1
t3 t2
d) My =| ——, —— | .
(d) N, (1+t2’1+t2)
3 t2
= ——y(t) = —— .

On a tlim y(t) =1, donc y = 1 est asymptote a la courbe T" .

13 2
<1+t2’ 1+t2)




o) R = (20 =m0 -1

OP, = 12V, + t*Va + 0 (t3) ou V3 = (0,1) et Vo = (1,0) . O est donc un point de rebroussement
de premiére espéce .

) ,onazx(t)=t+o(t*) et y(t) =t>+o0(t*) , donc

t3 t?
- t _

t2
équation cartésienne : x =y, lli 0<y<1,(Eneffety= 21 donne que t = T—a
-y -y

, donc x =ty =y, /%) . Ainsi la domaine D dont on veut calculer I'aire est défini par :
Y

(¢) Pour t > 0, la partie de la courbe définie par : z (t) = admet pour

0<y<let0<z<y 1—:@(3;)
-y
e(y)
L’aire cherchée est alors égale a A (D / / drdy = / ‘/1 dy Posons t =
t2 2t dt teo 2ttt dt m
——  doncy=—-—=.,d — ,donc A / = —7
1-1 Trve YT arey (D)= o (1+62)" 16
1 . OM ——
—_—
(a) Onaz === iz , donc OM' = ————, ce qui donne que OM".OM =1.
z e ”OM
OP,
(b) On a U, = o (P) donc OU; = ——'— = (t,1) = M,
|oF,

(¢) L’image de I" par o est D’ .



