BANQUE PT MATHS IIA — CORRIGE 2000

Exercice n° 1

5-X 2 4 5-X 2 4 5-X 2
1°) Pp(X)=| 12 3-X 8 Poclstle |y 3 X 8 = —(X+1)| 12 3-X
12 -4 —9-X 0 -X-1 -X-1 0 1
5-X -2 4
CTETO (X 41| 12 —5-X 8 |=—(X+1)((X —5)(X +5)+24) = —(X + 1)(X2 - 1).
0 0 1
“1-X -2 )
X+3 2
Py(X) = 0 3-X -2 |=(X+1) I S [T o8y = —(x
0 4 3-X
(X% -1).

Les polyndmes caractéristiques de f et g sont tous deux égaux & —(X — 1)(X + 1)? ; Les valeurs propres de f et
g sont 1 (simple) et —1 (double).

2°) On désigne par F) (resp. G) le sous-espace propre de I’endomorphisme f (resp. g) correspondant & la valeur

propre A.
6 2 4 4 2 4
A+Iz3=| 12 4 8 |estderangl;A-I3=| 12 2 8 est de rang 2;
-12 —4 -8 —-12 —4 -10
0 —2 -2 -2 -2 -2
B+Iy=| 0 -2 -2 |estderangl;B—I3=| 0 —4 -2 | estderang?2;
0 4 4 0 4 2

Les colonnes de A + I3 (respectivement B + I3) vérifient C; = 3Cs et 2Cy = Cj3 (respectivement C; = 0 et
Cy = Cs)donc F_; = Vect ((1,-3,0), (0,2, —1)) et G_; = Vect((1,0,0), (0,1, —1)).

Les colonnes de A — I3 (respectivement B — I3) vérifient Cy +2C5 +2C3 = 0 (respectivement C; +Cs —2C5 = 0)
donc F; = Vect(1,2,2)et G; = Vect (1,1, —2)

L*équation du plan (7, 7) est det (7, 7,27 +y 7 +2k) = 0.

On trouve qu’une équation de F'_; est 3z + y + 2z = 0, et qu’une équationde G _; est y + z = 0 ; Des équations

. 20—y = 0 z— 3y =0
de Fy (respectivement G1) sont { ytz=0 (resp. { 9y — 2 =0
3x+vy+ 2z

ytz=0 0 , dirigée par (1,3,—3) ; De plus, F; C G_; et

3°) F_1 N G_4 est une droite d’équations {
G C F_4.

Donc ((1,1,-2),(1,3,-3),(1,2,-2)) € F_1 x F_1 x F1 UG1 x G_1 x G_; est une base formée de vecteurs
propres communs a f et g.

1 1 1 0O 1 -1
4°) Onprend P = 1 3 2 , I’inverse de P trouvé par laméthode de GauR est P~ = | —2 0 -1
-2 -3 =2 3 1 2

-1 0 O 1 0 0

Alors A’ = 0 -1 0 |etB'=|0 -1 0

0 0 1 0O 0 -1

Exercice n° 2

1°) Montrons par récurrence double que H,, :(a, < n?pourn > 1)
C’estvraipourn =0etn =1:
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2 2

Si H,, et H,,_; sont vrais, alors a,41 — ap = ——an_1 < — 1% or —1)?—-(@2n+1) =
! n+1 =@ 1n+1a S A R M CU
— (20 —dn 42— 2nt D+ 1) = n_+1n <npourn > 1.

DONC apy1 — ap < 2n+ 1, €t an < n?+ (2n 4 1) < (n + 1)? ce qui établit H,, ., et donc H,, est vraie pour
tout n > par récurrence double.

Puisque a, > 1,[2| > 1= |2|" diverge = >  a,|2|" diverge et donc R < 1.
Puisque a, < 1,]2] < 1= n’|2|" converge = » _ a,|z[" converge et donc R > 1.

Finalement .

2
2° n = dn
) @ny1 a+n+1

2 oo oo
Un_1 €t donc a, 12" — a2t = an_12" Tt et g Uppr1az™ Tt — g apx"tt =
n=1 n=1

n+1

oo 2 oo oo oo oo
Z n——i—lan_lan' Or Zan+1x"+1 = Zanx" = S(z) — z; Za,w"“ = x.Zanx"x.S(x) et
n= n=1 n=2 n=1 n=1

ae (2 g an—u:;_i_ 1) =2 Z Ap12" = 2367;@”_11:"_1 =2z Z anx™ = 2z(1+ S(z))

n=0

donc %((1 —2)S(z) — x) = 2z(1 4+ S(x)), soit (1 — 2)5"(z) — S(z) — 1 = 2z(1 + S(x)) c’est-a-dire

[(B): (1 - 2)S'(x) = (1+20)S(x) = (1 + 20) |

3°) -1 est clairement solution de I’équation compléte ; Résolvons I’équation sans second membre : (Ey) : (1 —
x)S () = (22 + 1)S(x) sur] — oo, 1[ et |1, +-o0].

Yy , 2x4+1 3 B _ g2
T (In|y]) = T -2+ T2 donneln|y| = =2z — 3In (1 — z) + cte, donc y(z) = e est une
solution de (Ey).
—2z
Les solutions de (E) sur] — oo, 1[ et ]1, +oo[ sontz +— —1 + )\.ﬁ AeR
— X
Avec A = 1, on obtient y(0) = 0 sur | — oo, 1], soit par unicité de la solution du probléme de Cauchy :
—2z
S(x)=—-14+——=sur]—1,1[}
—2x —2x
4°) lim ———— = +o0, donc Pour que = +— —1 + A. 5 A € R, il faut que A = 0. La seule solution de (£)

(1—2)

x—1 (1 — .’L‘)
définie en 1 est la constante -1.

Exercice n° 3

: t? A -
1°) Puisque y(t)? =t = 2p.2— = 2p.x(t), P vérifie I’équation cartésienne y* = 2p.x; C’est une parabole d’axe O,,
p

et de coefficient p.

figure 1 figure 2
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2°) e ET + 77 est orthogonal & la normale ; Appelons cette normale A/ (t).
p
—dM = dM t t 12 £
N:(X,Y iON.— =OM(t).——, d |- X+Y=—-—+t=t+—|
(X,Y) e N(t) ssi O n (t) g donc ssi p + p2p+ +2p3
) M) e N ssi L 40— 14+ L crestacdire — (0% — 12) + (0 — £) = 0, donc = (¢(¢ +0) +2) = 0
p2p 2p 2p? - 2p? P =0

ce qui se rameéne & t? + t0 + 2p* = 0, puisque ¢ # 6.

Le nombre de points répondant aux conditions de I’énoncé correspond aux nombres de racines de ce trindme de
2points si|6] > V/8p

déterminant A = 62 — 8p?, soit{ 1point si 6= +v8p (cf. figure 1)
Opoint si |6 <V8p

4°) Si || > /8p, soient t; et t, les deux racines du trindme t2 + t0 + 2p? : t; > ty ettty = 2p°.

x 4 &
La droite (M(tl), M(tg)) a pour équation : v %p %p = 0 soit, aprés développement par rapport a la
1 2
1 1 1
premiére colonne : (2pX)(t; — to) — Y (t3 — t3) + t1to.(t; — t2) = 0, et par simplification par t; — t5 : 2pX —
s . . -1
(t1 +t2)Y 4 2p* = 0 (car t;.to = 2p?) , équation vérifiée par le point de coordonnées | (X,Y) = (2—, 0) | pour
p

toutes valeurs de ¢; et t,. (cf. figure 2)

Exercice n° 4

cost —sint
Soit p'(t) = | sint |etw(t) = cost ;alors OM = a.p'(t) +
t 1
N
— oM —> — — —
w. v (t),donc — =a.p'(t) +u. @’ (t) = a. & (t) + u. ' (¢t) et
oM "
1°) 5y = ' (t). Lanormale a la surface C en M (t, u) est donc dirigée par
U
oM OM _
A —uT (AT (t) = u(—sint 7 +cost 7+ k ), qui ne s’annule
u
quesiu=0;

M (t,u) est régulier si u # 0, et alors le plan tangent & S en M (¢, u) a pour
équation —sint. X +cost.Y +Z = —sint.(acost —usint)+cost.(asint +
wcost) + at + u ,c’est-a-dire ‘ —sint.X +cost.Y + 7 = at ‘

SetC
2°) S est réglée car engendrée par les droites (P(t), v'(t)) ol OP(t) = a.p (t).
L’équation du plan tangenten M (¢, u) & S ne dépend pas de w, donc S est développable.

. e dv .
3°) Soit N(t) le point défini par O_])V(t) — costT +sint 7 +atk; alors i sint7 +cost7 +ak .

Le point courant de la tangente & C en N (¢) est T'(¢t, A) : (—Asint + cost, Acost + sint, Aa + at) ; T'(t, %) est
. . 1
I’image de M (¢, ) par une homothétie de centre O et de rayon —.
a

S n’est pas engendrée par les tangentes a C, sauf si a = 1.

dN 2N

° Y _sint7 +cost7 +ak et o = s t7% —sint7, donc I’équation du plan osculateur a C est
a b c
X —cost cost —sint s . . .
. . =0, c’est-a-dire : asintX —acostY +7Z = asintcost —acostsint+at = at;
Y —sint sint cost
Z —at a 0
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On retrouve I’équation du plan tangenta S en M (¢, u).

Christian Rieffel, Lycée Louis Armand — Poitiers ch.rieffel @ree.fr
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