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Préliminaires

1°)  Soit E  un espace vectoriel sur K  et nxx n  , ,...,1  éléments de E . Ils forment une famille libre de

      E  si l'équation dans 0... : 2211 =+++ nn
n xxxK λλλ  n'admet que la solution )0,...,0,0( ,

      autrement dit : 0...   0... 212211 ====⇒=+++ nnn xxx λλλλλλ .

____________________________

2°)  • Dans  
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( R ) soit la famille 










3
3

2
2

1

0

:
:

  :
  1:

xxf

xxf

xxf

xf

�
�

�
�

, cette famille est libre.

      En effet, soit 4
3210 ),,,( R∈λλλλ tel que 033221100 =+++ ffff λλλλ  fonction nulle sur R.

      Alors , 0  , 3
3

2
210 =+++∈∀ xxxx λλλλR  et le polynome 3

3
2

210 XXXP λλλλ +++=
      aurait donc une infinité de racines. C'est le polynome nul et donc 03210 ==== λλλλ   cqfd.

       • Dans � � ( R ) soit la famille 
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, cette famille est liée.

       En effet on a 02 032 =+− fff .

       • Dans � � ( R ) soit la famille 
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 , cette famille est libre.

       En effet, soit 3
210 ),,( R∈λλλ tel que 0221100 =++ fff λλλ  fonction nulle sur R.

       Alors, 0)1(  , 3
2

3
10 =+++∈∀ xxx λλλR  et donc on en déduit que:
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 d'où 01 =λ  puis 00 =λ  et enfin 02 =λ .  cqfd.

____________________________

3°)  Les dimensions des sous espaces engendrés par ces familles sont:
       cas 1 : 4=dim ;        cas 2 : 3=dim  ;        cas 3 : 3=dim



Partie I

1°)  Pour montrer que �  est un espace vectoriel sur R , on prouve que c'est un sous espace vectoriel

       de [ ])1,1( −� �
. Or en effet, soient 1f  et 2f  deux éléments de �  et 1λ  et 2λ  deux réels, alors

      2211 ff λλ +  est de classe 2C  sur [ ]1,1−  comme somme de deux fonctions ayant cette propriété,

       et si on note 11 ,qp  et 22 ,qp  les fonctions polynomes de degré inférieur ou égal à trois,

       restrictions de 1f , (resp 2f ) à [ [0,1− , (resp ] ]1,0 ), alors les restrictions de 2211 ff λλ +  à

[ [0,1− ,

       (resp ] ]1,0 ), sont 2211 pp λλ + , (resp 2211 qq λλ + ) qui sont des fonctions polynomes de degré

       inférieur ou égal à trois et par suite 2211 ff λλ +  est élément de � . cqfd.
____________________________

2°)  Soit f  définie sur [ ]1,1−  par 
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  f  est élément de

      � à condition que f  soit continue en 0 , dérivable en 0  et admette une dérivée seconde en 0 .

       D'où : 21 δδ =  (continuité), 21 γγ =  (dérivabilité), 21 ββ =  (dérivée seconde). Une fonction f
       de �  dépend donc de 5 paramètres, �  est donc de dimension 5. On le verra plus précisément à
       la question suivante.

____________________________

3°)  Les fonctions 3210 ,,, ffff  sont celles définies dans le cas 1 des préliminaires (en restreingnant

       leur domaine de définition à [ ]1,1− ).

       La fonction 4f  est définie par 

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=
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)( 34 xx

x
xf .

       Il est clair que 43210 ,,,, fffff  appartiennent à � .
       •  Montrons que cette famille est libre.
           Soit 5

43210 ),,,,( R∈λλλλλ tel que 04433221100 =++++ fffff λλλλλ  fonction nulle

           sur [ ]1,1− , alors :

           [ [ 0  , 0,1 3
3

2
210 =+++−∈∀ xxxx λλλλ  et le polynome 3

3
2

210 XXXP λλλλ +++=
           aurait donc une infinité de racines. C'est le polynome nul et donc 03210 ==== λλλλ .

           Par suite pour 1=x  il reste 04 =λ  et donc 043210 ===== λλλλλ , cqfd.
       •  Montrons que cette famille est génératrice.

           Soit f  un élément de � , alors 
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 et on peut écrire :

           41231210 )( ffffff αααβγδ −++++=  ce qui exprime que f  s'exprime comme

           combinaison linéaire des if , cqfd.

           La dimension de �  est donc bien égale à 5.
_________________________________________________________________________________

Partie II



1°)  Par un raisonnement analogue à celui de I1, 
n

Sσ  est un espace vectoriel sur R  car c'est un sous

       espace de [ ]),( 0 nxx
� �

.

2°)  La dimension de 
1σS est 4 car 

1σS  est en fait l'ensemble des fonctions polynomes définies sur

       [ ]10 , xx  de degré 3≤ .

____________________________

3°) a) On suppose que 
n

Sσ  est de dimension d  et que ),...,( 1 nff  en constitue une base.

           Soit 
1+

∈
n

Sf σ . La restriction de f  à [ ]nxx ,0  est un élément de 
n

Sσ  et donc il existe un

           unique d -uplet de réels ),...( 1 daa  tel que [ ] ddxx fafaf
n

...11,/ 0
+= ,  c'est à dire tel que
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      b) Soit ip  la fonction polynome (définie sur R  à priori) de degré inférieur ou égal à 3  telle que

          ] [ )()(  , ,1 xpxfxxx iinn =∈∀ −   (ceci pour éviter les confusions entre polynome, fonction
           polynome associée et restriction d'une telle fonction à divers intervalles).
          Il est dommage que le texte parle de ] [ ixxi pf

nn
=

− ,/ 1
 ce qui définit ip  comme fonction

polynome
          avec pour domaine de définition ] [nn xx ,1−  et qu' ensuite on parle de )(xpi  pour

         [ ]1, +∈ nn xxx .  Bon ceci n'est pas dramatique!

          Soit enfin les fonctions if~  définies par : 
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         Mais alors [ ]1, +∈∀ nn xxx  ,   ∑
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23 )()( δγβα et la restriction de

        F  à [ ]1, +nn xx  est donc bien une fonction polynome de degré 3≤ . De plus:

        •  La continuité de f  en nx  se traduit par 
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=
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xfxf
limlim

)()(  soit :
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23 )()(δγβα    et donc 0)( =nxF .

        •  La dérivabilité de f  en nx  se traduit par 
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=
nn xxxx

xfxf
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        •  L'existence de la dérivée seconde de f  en nx  se traduit par 
−+ →→

=
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xfxf
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      c) Montrons que )
~

,...,
~

( 11 +dff est une base de 
1+n

Sσ .

          •  Montrons que cette famille est libre.
              Soit 1

11 ),...,( +
+ ∈ d

d Rλλ  tel que 0
~

...
~

1111 =++ ++ dd ff λλ  fonction nulle sur [ ]10 , +nxx , alors

              c'est en particulier la fonction nulle sur [ ]nxx ,0  et donc 0...11 =++ dd ff λλ  sur [ ]nxx ,0  ce

              qui implique que 0...1 === dλλ  et par suite 01 =+dλ .  cqfd.
          •  Montrons que cette famille est génératrice.

              Soit 
1+

∈
n

Sf σ , notons [ ] ∑
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=
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i
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, on peut alors écrire :
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 est la fonction nulle sur [ ]nxx ,0 .

              C'est une fonction polynome de degré  3≤  sur [ ]1, +nn xx  qui s'annule, ainsi que ses deux

              premières dérivées au point nx , elle vaut donc sur ce dernier intervalle 3)( nd xxa −  et

             finalement on peut écrire ∑
+

=

=
1

1

~d

i
ii faf  cqfd.
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      d) On a donc la relation 1)()(
1

+=
+ nn

SdimSdim σσ , et comme 4)(
1

=σSdim  on a :

                                                                3)( += nSdim
nσ

____________________________

4°) a) Un polynome p  s'écrit de manière unique, au moyen de la formule de Taylor sous la forme :

          32 )(
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aXapapXp −+−+−+=  et par conséquent le

          polynome cherché s'écrit 32 )()(
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 ce qui assure l'existence et l'unicité du

         polynome cherché.
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      b) Soit ),,,...,( 0 βαnyy  un 3+n -uplet de réels fixé.

          Cas 1=n .  
1σS  est constitué de fonctions polynomes de degré 3≤  et le problème consiste

                             donc à trouver p  tel que

110000 )(    ;  )("   ;  )('   ; )( yxpxpxpyxp ==== βα
                             C'est exactement le problème résolu au a) précédent.

         Hypothèse de récurrence: On suppose qu'étant donné ),,,...,( 0 βαnyy  un 3+n -uplet de réels

        fixé, il existe une unique fonction 
n

Sf σ∈  telle que :



        { } βα ===∈∀ )("    ;  )('    ;  )(  ,...,0 00 xfxfyxfni ii  .

         Soit alors ),,,...,( 10 βα+nyy  un 4+n -uplet de réels fixé.

        Soit alors 
n

Sf σ∈  associé de manière unique à ),,,...,( 0 βαnyy , alors ∑
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        Cherchons 1+da  tel que ∑
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         Il reste à utiliser la relation 11)(
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++ = nn yxf  qui se traduit par

        3
11

1
11 )()( nnd

d

i
niin xxaxpay −+= ++

=
++ ∑  et qui fournit 

3
1

1
11

1 )(

)(

nn

d

i
niin

d xx

xpay
a

−

−
=

+

=
++

+

∑
 . D'où

        l'existence de f
~

 répondant à la question.

        Prouvons maintenant l'unicité de cette solution. Soit f  une solution, alors sa restriction à [ ]nxx ,0

        répond au problème associé à ),,,...,( 0 βαnyy . [ ] ∑
=

=
d

i
iixx faf

n
1

,/ 0
 est donc unique, et le calcul

        précédent donnant l'unicité de 1+da  assure l'unicité de f .
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      c)  0
n

Sσ  est un sous espace vectoriel de 
n

Sσ  de manière évidente. Dès lors l'application Φ̂ définie

           par : 
f

S
n�   ),(

        :ˆ 02

βα
σ→Φ R

 où f  est l'unique solution du problème précédent pour ),,0,...,0( βα

           est un isomorphisme d'espaces vectoriels, ce qui fait que 2)( 0 =
n

Sdim σ .

           En effet : • Φ̂  est linéaire:
              Soit ),( 11 βα  et ),( 22 βα  deux éléments de 2R  d'image par Φ , 1f  et 2f .

              ( )),(),(ˆ
222111 βαλβαλ +Φ=f  est l'unique élément de 0

n
Sσ  vérifiant :

              22110 )(' αλαλ +=xf  et 22110 )(" βλβλ +=xf .

             Or 2211 ff λλ +  est élément de 0
n

Sσ  et vérifie :

             221102211 )()'( αλαλλλ +=+ xff  et 221102211 )()"( βλβλλλ +=+ xff  ce qui assure que

                            ( ) ( ) ( )),(ˆ),(ˆ),(),(ˆ
222111222111 βαλβαλβαλβαλ Φ+Φ=+Φ   cqfd.

                           • Φ̂  est bijective:
              Elle est surjective. Soit 0

n
Sf σ∈  , alors ( ))("),('(ˆ

00 xfxff Φ= .

              Elle est injective. Soit ),(),( 2211 βαβα ≠  , par exemple 21 αα ≠  alors ( )),(ˆ
111 βαΦ=f

              est différent de ( )),(ˆ
222 βαΦ=f  car )()( 0

'
20

'
1 xfxf ≠ . Même raisonnement si c'est

             21 ββ ≠  alors c'est )()( 0
"

20
"

1 xfxf ≠  qui permet de conclure.

                                                                    Conclusion : 2)( 0 =
n

Sdim σ

____________________________



5°) a) Soit 0
n

Sf σ∈ . 0)()4( =xf  pour ] [1, +∈ ii xxx  car sur un tel intervalle, f  coincide avec une

          fonction polynome de degré 3≤ .
________________

      b) Calculons la dérivée de "'ff  sur ] [1, +ii xx .

           ''''")"'( 2' fffff +=  et on peut donc écrire que :
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           parties l'une des intégrales de la dernière somme :
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      c) Soit Φ  définie par 
))('),('(                                      

                           :

0
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S
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ϕϕϕ
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          • Φ  est injective:

             En effet, supposons 

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=
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0)(' 0
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 , alors ( ) 0)("
2

0

=∫ dxxnx

x
ϕ  et comme "ϕ  est continue sur

            [ ]nxx ,0 , on en déduit que "ϕ  est identiquement nulle sur [ ]nxx ,0 .

            On aurait donc [ ] baxxxxx n +=∈∀ )(   ,  ,0 ϕ  et alors 0)(' 0 == axϕ  puis 0)( 0 == bxϕ
            et finalement ϕ  est la fonction nulle sur [ ]nxx ,0 .

         • Φ  est bijective:
             En effet, Φ  est évidemment linéaire entre 0

n
Sσ  et 2R , deux espaces vectoriels de même

             dimension 2, et donc injective ⇔ bijective.
________________

      d) Montrons qu' il existe une unique fonction 
n

Sf σ∈  telle que :

          { } βα ===∈∀ )('    ;  )('    ;  )(  ,...,0 0 nii xfxfyxfni  .
          On pourrait faire un raisonnement voisin de celui de la question 5c) en envisageant l'application
          Ψ  allant de 

n
Sσ  dans 3+nR , qui à f  associe ( ))('),('),(),...(),( 010 nn xfxfxfxfxf .

          Montrer que cette application est linéaire, injective, donc bijective vu les dimensions ce qui
          fournit le résultat cherché.
          Je propose une solution plus rudimentaire.
          On montre l'unicité.
          Supposons que l'on ait deux solutions 1f  et 2f . Alors 0

21 n
Sff σ∈−  et vérifie

         ( ) )0,0(21 =−Φ ff   donc 021 =− ff , c'est à dire 21 ff = .



          On montre l'existence d'une solution.
          Soit f  l'unique fonction de 

n
Sσ  vérifiant :

         { } 0)("    ;  0)('    ;  )(   ,  ,...,0 00 ===∈∀ xfxfyxfni ii  .  (Cf 4b)).

          Soit ϕ  l'unique fonction de 0
n

Sσ  vérifiant : )(')('   ;  )(' 0 nn xfxx −== βϕαϕ ,  alors

         
n

Sfg σϕ ∈+=    et vérifie : { } βα ===∈∀ )('    ;  )('    ;  )(  ,...,0 0 nii xgxgyxgni     cqfd.

Partie III

1°) a) Soit f  de classe 2C  sur [ ]1,0  telle que 0)1()0( == ff .

          La fonction 2  ,g -périodique, impaire telle que [ ] )()(  ,  1,0 xfxgx =∈∀  est de classe 1C  sur
          R . Elle vérifie donc les hypothèses du théorème de Dirichlet-Jordan. Sa série de Fourier
          converge en tout point x  de R  et a pour somme )(xg , vu la continuité.

          Ainsi ∑
+∞

=

=∈∀
1

)sin()(   ,  
n

n nxcxgx πR        )
2

2
( ππω ==   avec

∫=
1

0
 )sin( )(2 dxxnxfcn π .

          Deux intégrations par parties pour calculer nc  fournissent : ∫−=
1

022
 )sin( )("

2
dxxnxf

n
cn π

π
.
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      b) Tout ce que l'on peut dire, c'est "g  est continue par morceaux, impaire comme g , sur R . Il se
           pose d'ailleurs la question de la définition de "g  en les points de Z .
           On peut cependant envisager la série de Fourier de "g , mais on ne peut pas garantir que "g  est
           égale à la somme de sa série de Fourier.

           Les coefficients de Fourier de "g  sont :  nnn cndxxnxfba 221

0
 )sin( )("2    ;   0 ππ −=== ∫

           La série de Fourier de "g  est  donc   ∑
+∞

=

−
1

22 )sin(
n

n xncn ππ .

________________

      c) Nous admettrons que la formule de Parseval-Bessel reste valable pour une fonction continue par
          morceaux (donnée pour une fonction continue dans le programme).

                       On a alors ( )∫ ∑
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=
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2
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      d) Dire que les séries ∑
+∞

=1

2

n
na  et ∑

+∞

=1

2

n
nb  sont convergentes, c'est dire que les sommes partielles

          ∑
=

=
n

k
kn aA

1

2  et ∑
=

=
n

k
kn bB

1

2  sont majorées par A  et B . (Cf théorèmes sur les séries à termes

                                                                                                                                                 positifs)



          Mais alors l'inégalité de Schwartz donne
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 ce qui assure la convergence de la série

         à termes positifs ∑
+∞

=1n
nnba  et on a  :     
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n
n

n
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      d) Soit nn cna 2=  , la série ∑
+∞

=1

2

n
na  converge et a pour somme 

2

4

2
f

π
.

           Soit 
2

1
n

bn = , la série ∑
+∞

=1

2

n
nb  converge et a pour somme 

90

4π
.

           On en déduit que la série ∑∑
+∞

=
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=

=
11 n

n
n

nn cba  converge et que sa somme est inférieure ou égale à

          
5390

2 2

2

f
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π
.

          Mais alors comme [ ] ∑
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=

=∈∀
1

)sin()(  ,  1,0
n

n nxcxfx π ,  [ ] ∑
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n

n

f
cxfx .

____________________________

2°) a) Soit ( ) )()( iii thxftg +−= ϕ . ig  est de classe 2C  sur [ ]1,0 .

          On peut appliquer le résultat précédent  et on a donc : [ ]
53

)(   ,  1,0 i
i

g
tgt ≤∈∀ .

          ( ) )()( "2"
iiii thxfhtg +−= ϕ  d'où ( )[ ] dththxfg iiii  )(

1

0

42"∫ +−= ϕ  . On pose alors

          dthduthxu iii =+=    ,    et       ( )[ ] ϕϕ −≤−= ∫
+

fhduufhg i

x

xii
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2
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1

 puisque l'on

          intègre sur [ ] [ ]1,0, 1 ⊂+ii xx .

                        Conclusion : 
[ ] [ ]

( ) 2
3

1,0, 53
)()()(

1

iii
txxx

h
f

thxfSupxxfSup
ii

ϕ
ϕϕ

−
≤+−=−

∈∈ +

.

________________

      b) Soit à calculer ( )∫
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         On peut alors écrire:
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