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ÉPREUVE A 
Durée : 3 h 30 

L'usage d'une calculatrice est autorise' pour cette épreuve. 

Les deux problèmes sont totalement indépendants. 

PROBLEME 1 
Les parties A et B sont largement indépendantes. Seule la question B.3.c. utilise les résultats 
de la partie A. 
Rappel : on note O(Y) toute expression qui peut s'ecrire sous la forme : Y x E(x), OÙ E m e  
fonction qui tend vers O lorsque x tend vers O. 

Partie A. Developpenient limite d'une fonction réciproque. 
Dans cette partie, n est un eutier strictement supérieur à 1,fest une application bijective de 
1 sur J, où 1 et J sont des intervalles contenant uu intervalle ouvert centré en O, qui vérifie : 
,AO) = O. De plus, fadmet en O un développement limité à l'ordre n, de la forme': 

f ( x )  = a,x +a2x2+...+a,,x ' I  +x " x E ( X )  

où a, est UII réel non nul et E une fonction qui tend vers O lorsque x tend vers O. 

= a,x+a2x2+--+a,,x'r 

= b , x  + b 2 X 2 + . . . + b , , X  ' l  

1. On pose : 

où les b, ,  .., b, sont des réels quelconques. 
1.a. Calculer les coefficients des termes de degré 1 et 2 de QoP(x). 
1.b. On appelle c, (2 I i 5 n), le coefficient du terme de degré i de QoP(x). Vérifier qu'il 
est de la forme : 

i -1  

ci = a i j  bj +biali 
j = l  

où les aij sont des réels dépendant des coefficients de P et qu'on ne cherchera pas à 
déterminer. 

2.a. Montrer que l'on a pour tout i vérifiant 1 I i I iz : 

35 1 

où ci  une fonction qui tend vers O lorsque x tend vers O. 
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2.b. En déduire : Q j i ( x ) )  = Q ( P ( x ) )  +o(x  ") 

R 

Puis : QU(.)) =c C i X i + 0 ( X " )  
i=1 

3. Pour x Clément de 1, on pose : y = f ( x ) .  
3.a. Montrer que y" est équivalent à a," x" au voisinage de O. 

3.b. En déduire quef'b) - Q (y) est de la forme o(x*) si les b,, .., b, sont solutions d'un 
système linéaire triangulaire dont les coefficients des termes de la diagonale sont non nuls. 
3.c. Conclure quef-' admet un développement limité à l'ordre n et donner une méthode de 
calcul de sa partie régulière. 

Partie B. 
Dans toute cette partie on notef l'application définie sur B par : 

1. Montrer quefest impaire et continue SUT R 
2. Montrer quef ' garde un signe constant sur R On pouna pour cela etudier la fonction u 
qui, à tout t réel positif, associe : 

u(  t )  = ( 2 t  -1) e q (  t )  +1 

En déduire l'existence d'une application réciproque def, impaire. 
3.a. Justifier l'existence d'un développement limité defen O à tout ordre n. 
3.b. Ecrire un développement limité defen O à l'ordre 5. 
3.c. En utilisant la partie A, donner un développement limité à l'ordre 5 dey- '  en O. 

PROBLEME II 

Dans tout ce problème, A désigne la matrice : 

On lui associera l'endomorphismef, relativement à la base canonique B = {el, e,, e,} de IR3. 
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Partie A. Réduction de la matrice 
1. Montrer que A admet deux valeurs propres distinctes h, et &, avec : h, 2 &. Déterminer 
les vecteurs propres associés E, et c2, dont la première composante est égale à 1. La matrice 
est-elle diagonalisable ? 
2. F désigne ici le plan d'équation : ax + by + cz = O et on considère la matrice ligue 
(supposée non nulle) : N = (a b c) 
2.a. Montrer que les vecteurs (x, y, z) dont l'image parfest  élément de F vérifient la 
relation : a'x + b'y + c'z = O 
où on a posé : (a' b' c') = N x A 
En déduire qu'ils constituent un plan ou l'espace tout entier. 
2.b. On dira que F est stable paf,  si on a :f(F) c F. Montrer que, si F est stable parf, il 
existe un scalaire k tel que : N x A = k. N 
2.c. Déduire de ce qui précède que F est stable parfsi et seulement si (a, b, c) est un vecteur 
propre de 'A. 
2.d. Monlrer qu'il existe deux plans vectoriels stables parfet  les déterminer. En déduire 
l'existence d'un vecteur e3, dont la deuxième composante est égale à 1, tel que la matrice de 
fdans la base {q, c2, ej) soit : 

Déteminer la matrice de passage P correspondante et sa matrice inverse. 

Partie B. Résolution de I'équation : (E) M2= A. 
1. On dit d'une matrice réelle X carrée d'ordre 3 qu'elle conimute avec A' si on a : 

Montrer que X commute avec A'  si et seulement si il existe un triplet de réels (a, p, y) tels 
A' x X =  X x A' 

que : 

X =  

2. A toute matrice carrée réelle M d'ordre 3, on associe : 

2.a. Montrer que M est solution de (E) si et seulement si : (El) M'' = A! 
2.b. Vérifier que si M' est solution de (E'), alors A4 ' commute avec A'. 
2.c. En déduire que (E') admet 4 solutions que l'on explicitera, puis les solutions de (E) que 
l'on exprimera en fonction de P , de P'' et des solutions de (E'). 

w = p - ' x M x p  


