
Banque <<Agro>> 
A et AE - 0201 

MATHÉMATIQUES 
Épreuve A 

Durée : 3 heures 30 minutes 

L’usage de la calculatrice est interdit pour cette &Preuve 

Les deux problbmes sont totalement indépendants. 

PROBLEME 1. 

On note E l’espace vectoriel des fonctions de classe C”) sur W à valeurs dans IR. 
On note D l’application définie sur E, et à valeurs dans E, qui à toute fonction f de E associe 
II(f) = f’, sa dérivée, ainsi que Id l’identité de E, vérifiant Id(f) = f pour toute application 
f deE. ‘, * 
Dans la suite du problème a désigne un r&l non nul et on note F, l’ensemble des fonctions de 
E de la forme 

x -+ P(x)eax + Q(x)ewax 

où P et Q sont des polynômes de degrés inférieurs ou égaux à 1. 
On note id, l’application identique sur Fa. 

1 .a. Montrer que Fa est un sous-espace vectoriel de E. 

1.b. On considère les fonctions suivantes : 

fi : x-, ea”, fi : 5 -+ xeax, f3 : x -+ eeax, f4 : x -+ xemax. 

Montrer que la famille 23= (fi, fi, f3, f4) est une base de Fa. 

On note D, la restriction de D à Fa, c’est a dire l’application définie sur Fa, qui à 
foute fonction f de Fa associe Da (f) = f ‘, sa dérivée. 

2.a. Montrer que D est un endomorphisme de E. Déterminer son noyau et son image. 

2.b. Montrer que D, est un endomorphisme de Fa. 

2.c. Déterminer Ma, la matrice de D, dans la base E. 

2.d. Montrer que la matrice Ma est inversible. 

3. Soit X un réel. Déterminer en fonction de A le rang de l’endomorphisme pa - Aida. 

4.a. Déterminer une base du noyau de 02 - a2ida et une base de l’image de Dz - a2ida. 

T.S.V.P. 
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4.b. Déduirede 4.a. que : 
pour tout f de F,: on a l’égalité : (II: - a2id,)2(f) = 0. 

4.c. Montrer que P0 - ti2Dz + a4id, = 0 et en déduire 0~~. 

5.a. On se place désormais dans E. Résoudre sur W l’équation différentielle : 

y”(X) - a2g(x) = 0. 

5.b. Déterminer le noyau de D2 - a21d. 

5.c. Montrer que pour toute application f, appartenant au noyau de (02 - a21d)2, il 
existe un couple de réels, (X1, x3), tel que (02 - a21d)( f) = Xl fl + x3 f3, puis que l’application 

appartient au noyau de D2 - a21d. En déduire le noyau de (02 - a21d)2. 

6. Résoudre sur W l’hquation diiérentielle : 

yC4) (x) - 2c&/“(Z) + a”y(x) = 0. 

où l’on note y c4) la dérivée quat&me de la fonction x + y(x). 

7. Soit E l’équation dii%rentielle d&inie sur W par : 

yt4) (x) - a”(x) + y(x) = 2 - 12x + 2. 

?.a Montrer que E possède une solution polynômiale et la déterminer. On notera par la 
suite fo, cette solution polynômiale. 

7.b. Soit f une solution de E; montrer que f - fo est un éldment du noyau de (D2 - Id)2 
et en déduire l’ensemble des solutions de & sur W. 

PROBLEME 2. 
Dans ce problhme, n désigne un entier naturel, a un r&l positif. 
On note G(a) l’intégrale 

1 lx 

TF!0 / 
ewxxndx 

PARTIE 1. 
1.l.a. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, on a : 

e-a n 

Va E R+, un(u) = Un-i(a) - - nY 

1.l.b. Calculer uo(a) et déterminer, si elle existe, a;ym uob>* 
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1.l.c. Montrer par rt?currence que pour tout entier naturel n, la fonction u,(a) admet 
pour limite 1 quand a tend vers +oo. 
On posera pour tout n entier naturel, et pour tout a r6el positif, v,(a) = 1 - U,(u). 
1.2. Montrer que pour tout a n?el positif et pour tout n entier naturel : 

plan+1 k=n 

?In+1 (a> -44 = 
(n+ l)! ’ 

v,(a) = e-O 
c k=O Ic!’ 

v,(u)-w,(u+l) = 
/ a 

PARTIE 2. 

Dans la suite du problème, on note pour tout n entier naturel, w, = v,(n) et tn = u,(n). 

2.1. 

2.2.a 
2.2. b. 

Justifier : Vn E N, w, + t, = 1. 

Etudier sur R+ les variations de la fonction x -+ xneeP. 
Montrer que 

2.3.a Montrer que 

2.3. b. 

2.3.~. 

-(th+l (n + 1) - Vn(n + 1)) + 
s 

n+l e-xxn 

Wn - f.h+l = 
n 

yÏh . 

Déduire de ce qui p&&de que la suite (wn),,e= est decroissante. 

Justifier l’existence de L = &yn wn et montrer que L E [0, l[. 

2.4. Montrer que la suite (tn)n@ converge vers un réel 2 vkifiant 1 + L = 1. 

1 n+l 

2 J 
e -“xndx 2 

(n + l)ne-n-l 

n n! ' 

PARTIE 3. 

Dans cette partie, on se propose de montrer que L 2 3. On considère la fonction f d&inie 
pour x E [0, l[ par f(x) = In e - 2x. 
Pour tout n entier naturel, et pour tout &l 2, on note enfin fn(x) = xne-” 

3.1.a Montrer que pour tout x E 10, l[, on a : f(x) > 0. 

3.1. b. Montrer que pour tout n entier naturel non nul et pour tout x positif, 

fn(?Z+X)-fn(71-X)alemêmesigIlequee-2z-(~)n. 

3.l.c. 
3.2.a 

Déduire de 3.1.a. et de 3.1.b. que pour tout x E [O,n], on a : fn(n+x) 2 fn(n-x). 
A l’aide de deux changements de variables, montrer que 

s 

2n 
fn(W - 

n 
/” fnttldt = Jln(fn(u + n) - fn(n - 4)du. 

0 

3.2.b. Déduire des questions précédentes que 

J 

2n 

fn(t>dt 2 
J 

n fn(t)dt 
n 0 

puis que w, 2 tn et enfin que L > $. 
FIN 
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