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* BANQUE 1F1[Ll[lERE IPT * 
durée 4h Epreuve de Mathématiques Il-B 

Le problème étudie certaines notions mathématiques qui interviennent en mé- 
canique des milieux continus. 
La partie 1 s’intéresse aux surfaces de niveau de deux fonctions rattachées à des 
critères de résistance des matériaux. La partie II est consacrée à l’étude d’une 
représentation plane des contraintes autour d’un point d’un milieu continu. La par- 
t.ie III comporte deux exemples simples d’utilisation de ces notions. 
R2 et R3 sont munis de leur structure euclidienne canonique. On note *.-Ti) le pro- 
duit scalaire de 2 éléments $ et ?’ de R” (12  = 2 ou 3) et I I  $1 1 la norme euclidienne 
de 3. Les éléments de R“ sont appelés indifféremment vecteurs ou points. 

Partie 1 
+ + +  R3 est rapporté à la base orthonorrnale directe B = ( 7 , j , k ) 

1. Soit p ,  la projection orthogonaie sur le plan P d‘équation .r + y + z = O. 

2. On définit une nouvelle base orthonormée directe B’ = ( I ’7. h 1 par les 

Déterminer la matrice de p dans la base B .  
+ + 

conditions suivantes : 

P( $1 et 7 = 
l 114 -ï? I I 

--+ l i - 4  h =- (  I + J + k )  
A 

Déterminer la matrice de passage de B à B’. Peut on obtenir son inverse sans 
calcul ‘? 
On définit les applications de R’ dans R par : 

f ( M )  = f ( . r , y , z ) =  \ j ( z - y ) ’ + ( y - z ) 2 + ( z - . r ) 2  

g( M )  = g( .r ,  y. s )  = Maz[l;c - y / ,  Jy  - sl,I,‘ - .ri] 

et on d4signe pour tout Q réel par S, et C, les surfaces d’équations respectives 
f ( T r , y , s )  = 0 et g ( ; r , y , z )  = Q .  

:3. Que peut on dire de S, et si Q < O et lorsque O = O ’? 
On suppose désormais que Q > O .  

4. Soit AI un dément de R3 et &II’ = p ( M ) .  comparer f’(.U) et f(M’). g( i \ I )  et 
g ( M ’ ) .  Que peut on en conclure sur la nature géométrique de S, et Y,, ? 

.j. Montrer que 

6. Montrer que S ,  est invariante par la s\métrie orthogonale par rapport au plan 
d’éyuation x - y = O. Trouver deux autres plans de symétrie analogues de Y , .  

est une surface de révolution dont on précisera l‘axe. 
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+. 7 .  Soit r .  la rotation d’angle 2: autour de l’axe orienté par le vecteur 11 . Montrer 
que S ,  est invariante par cette rotation. 

S .  Déterminer l’intersection de S ,  et P .  Représenter sur une niéme figure l‘intersection 
de S ,  et Y et celle de S’, et P pour c\ = fi. 

Partie II 

Soit s un endomorphisme symétrique de X’. de \.aleurs propres ol.  o2 et c3. On 
désigne par Li, une base orthonormée de 1.ecteurs propres t l ~  S .  Polir tout vecteur 
unitaire 2 cIe R3. on décompose le vecteur s ( 7 )  el1 u n  \ ~ c t c r i r  colinéaire à -?T’ et 
un vecteur orthogonal à 3. soiis la forme : 

On pose alors J ( T )  = l / t(*)ll .  On associe à ?T’ le point n ? ( 3 )  = ( O ( + ) , / { ( + ) )  
de R2 lorsque T? décrit l‘ensemble des vecteurs unitaires de l?’. 

1. Soit ( I L I ,  ~ 2 ,  u g ) ,  les coordonnées de 3 dans la base Expliciter s ( 2 )  dans 
la base Es. Calculer alors a(?) et ~ ~ s ( $ ‘ ) ~ ~ .  En déduir(. ( i j ( ? ) ) 2 .  

2. Soit ( . r ,y )  E R x II+. h4ontrer que si i l  existe u n  vecteur unitaire -iT) tel que 
n z ( - i T ) )  = (.T, y ) ,  le triplet (IL:, u i ,  u:) est solution du système : 

3. On suppose jusqu’à la fin de la question que o1 < cr2 < c3. 

(a) Résoudre le système (1) et  expliciter S I .  -Y2, A’3 en fonction de 0 1 , 0 2 . 0 3 .  .I* 

(b)  Montrer qu’il existe un vecteur unitaire T? tel que m(u’)  = (z, y )  si et 

e t  y. 

seulement si : 
y2 + (. - 02)(3‘ - 03)  2 O 
y2 + (.r - q ) ( x  - 0 3 )  5 O 

y2 + (2- - q ) ( . 7 ’  - 0 2 )  2 O 
( c )  Représenter pour ( o 1 , 0 2 , 0 3 )  = ( -  1.1 .4) .  l’ensemble de R2 décrit par le 

point m( 3) lorsque 3 décrit l’ensemble des vecteurs unitaires de R3. 

4. On suppose jusqu’à la fin de la question que 01 < 0 2  = 03. 

(a) Calculer -YI et X 2  + X3 solutions du  système formé des deux premières 
lignes de (1). Quelles relations z et y doivent ils vérifier pour que le 
svstème (1) ait des solutions ? 
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(b) Montrer qu’il existe un vecteur unitaire T?’ tel que m(?Ji)) = (z,y) si et 
seulement si : 

y2 + (x - fJd(x - 0k) = O 

(c) Représenter pour ( 0 1 ,  0 2 ’ 0 3 )  = (-1,4,4), l’ensemble de RZ décrit par le 
point m($) lorsque $’ décrit l’ensemble des vecteurs unitaires de R3. 

5 .  On suppose maintenant que 01 = 0 2  = 03. Quel est dans ce cas l’ensemble de 
R2 décrit par le point m( $) lorsque ?Ji) décrit l’ensemble des vecteurs unitaires 
de R3.  

6. s étant un endomorphisme symétrique quelconque de R3, de valeurs propres 
01, o1 et 0 3 ,  on désigne par T ( s ) ,  la valeur maximale de p ( 3 )  lorsque 3 
décrit l‘ensemble des vecteurs unitaires de R3. IIontrer que T (  s )  s‘exprime 
facilerilent en fonction de ol, 0 2  et 0 3  et de la fonction g définie dans la partie 
1. 

Partie III 

La modélisation des contraintes développées dans un matériau soumis à des sollic- 
itations extérieures et occupant un domaine géométrique R de R3 conduit à attacher 

tont point 11 de Q un endomorphisme symétrique s 11 qui décrit l’état de contrainte 
autour de 11. l-n critère de résistance du niatériau est alors que pour tout point JI 
(k !2 on ait T(s \ , )  5 R oii T a i-té défini dans la partie précédente et où R est 
iine coiistante positive dépendanl t l i i  niatériau. On étudie clans cette partie deus 
(.seniples siinples d’applicatioii de ce critère. 

1 .  Si 1.111 :iil>e est soumis i un charqcniciit combiné de traction torsion. l‘endomor- 
t+t cléfini. eii chaque point 11. clans la I m e  ($.a. c) associGe pliisiiit> b 

a u x  coordonni-es cylindriques par la matrice : 

où a et II sont des constantles indépendantes de 11. 

( a )  ( ’alculer T( .’I \ [) .  

( h )  Dans le cas de la traction simple ( b  = O\. cléterminer les vecteurs unitaires 
(1 du plan de base (3. 2) tels que 3(*) = T(,\ \I) .  

( c )  La constante n de la matrice pr&cédente est le quotient de l‘effort (le 
traction liai. l’aire de la section du tube. 1Iuntrer que l’effort de traction 
.upportable sans chiilnage pour le materiau (c‘est à dire \.-&fiant le 
c r i the  clci résistance) est maximal en traction simple. 

d 

2. Une épave est soumise au fond de la mer à des contraintes caractérisées en 
tout point hl par s.11 = - p L  où p est la pression à la profondeur où se trouve 
l’épave et 1 - l’identité de R3: Montrer que, quelle que soit la profondeur où se 
trouve l’épave et  selon la modélisation définie dans ce problème, l’épave n’est 
pas endommagée par la pression. 


