ESSEC Mathématiquesl||

OPTION ECONOMIQUE CONCOURS 2006
Lundi 15 mai 2006, de8 h. a12 h..

La présentation, lalisibilité, I’ orthographe, la qualité dela rédaction, la clarté et |a précision des raisonnements entreront pour
une part importante dans I'appréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer, dans la mesure du possible, les
résultats de leurs calculs. |ls ne doivent faire usage d’aucun document. L’usage de toute calculatrice ou de tout matériel

électronique est interdit pendant cette épreuve. Seule |’ utilisation d’ une régle graduée est autorisée.

S au coursdel’ épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’ énoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra
sa composition en expliquant lesraisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

Exercicel Probabilitéset fonctions de deux variables.

Cent boules, cinquante blanches et cinquante noires, sont réparties dans deux urnesnotées U, et U,.
On chaoist une urne au hasard puis on tire au hasard une boule dans I'urne choisie.

L'objectif de cet exercice et de déterminer, S dle existe, la répartition pour laquelle la probabilité de tirer
une boule blanche est maximale ains que la vaeur de cette probabilité.

1. Judtifier quil existe une répartition des boules dans les urnes pour laquelle la probabilité de tirer une
boule blanche est maximale,

2. Déterminer la probabilité de tirer une boule blanche dans le cas oul les urnes sont composées de 20
boules blanches et 40 boules noires pour I'une, 30 boules blancheset 10 boules noires pour I'autre.

On peut donc répartir les boules dans les urnes de telle sorte que la probabilité de tirer une boule blanche soit
strictement supérieure a 1/2.

3. Onnote x et y lesnombres respectifs de boules blanches et noires contenues dans 1'une U 1
(x ety sont donc deux entiers compris au senslargeentre 0 et 50).

a) Déerminer laprobabilité f (x ; y) detirer une boule blanche (on distinguera l'expression générde,
fonction des entiers x et y, des deux cas particuliers ou I'une des urnes est vide).
b) Judtifier que, pour tous entiers x et y comprisau senslarge entre 0 et 50, on al'égdlité :
f(50- x;50-y) =f(x;y) .
1

c) Montrer, pour tout entier y de [0 ; 50], l'inégdité f(O;y) £ 5
et en déduire que larépartition des boules recherchée ext telle que x appartienta[1; 49 .
d) Quelles sont les répartitions pour lesquelles la probabilité de tirer une boule blanche et égalea 1/2 ?

4. On note n le nombre de boules contenuesdans I'ume Uy, (n=Xx+Yy).
Montrer que I'on peut se restreindre ades valeursde n inférieures ou égalesa 50.

En fait, on peut méme serestreindre ades valeursde n grictement comprises entre O et 50 car
f(0;0) =1/4 e, dapreslerésultat delaquestion 3.d) , laprobabilité de tirer une boule blanche est égde a
1/2 lorsque n est égd a50.

5. On suppose désormais que lesvarigbles x et n varient de fagon continue dans I'intervale )0 ; 50[ et on
définit lafonction g de deux variablessur J0; 50 © ]O; 50[ en posant :

gox;m) = X+ 21
' n 100-n

a) Soit n unréd de]0; 50].
Déeminer lesvariationsdelafonction x — g(x ; n) surl'intervale ]O; 50[ et en déduire I'entier x

de ]0; 50[ pour lequel leréd g(x ;n) et maximum souslacondition: X £n .
b) On pose, pour toutrée n de ]0;50[ , h(n)= g(n;n).
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Déeminer h' (n) ; dresser letableau de variations de lafonction h et en déduire lavaeur de l'entier
n pour laguelle h (n) atent son maximum.

6. Conclure rdativement al'objectif de |'exercice annoncé en introduction.
Exercice 2 . Probabilités et informatique.

On se propose déudier des agorithmes de smulation de lois de probabilité, écrits en langage Pascdl.
Laprocédure randomize initidise le générateur de nombres déatoires. Unefois cdlle-ci appelée, les appels
successfsalafonction random smulent larédisation de variables déatoires indgpendantes de méme loi de
probabilité uniforme sur ]0; 1] . Des programmes demandés, on n'écrira que la partie

« décisve » de l'dgorithme, al'image du premier encadré de la page 3.

Danstout I'exercice, on désigne par :
* (W; F; P) unespace probabilise,

U unevaridble déatoirede W dans R deloi de probabilité uniformesur ]0; 1]

X lavaridble déatoire de W dans R dont on souhaite smuler des réalisations,

p unréd drictement comprisentre O et 1,
N un entier naturel non nul.

[. Lois binomiales

1. a) Ecrire un dgorithme qui Smule larédisation dune variable déatoire X qui it laloi de Bernoulli de
paramétre p .
b) Judtifier que I'dgorithme ci-dessous smule la rédisation dune variable déatoire X qui suit laloi
binomide de parametres n et p.

X:=0;
fork:=1to n do
begin
u:=random;
fu<pthenx:=x+1;
end ;
write(x) ;

Qud et le nombre dappels alafonction random ?

2. Soient p; e p, desrédsdrictement comprisentre 0 et1.Onpose q1 =1- pp et g2 =1- p2 .
On effectue n épreuves de Bernoulli indépendantes, de parametresp 1 .
Y désignant le nombre de succes lors de cette premiere série d'épreuves, on effectue Y éoreuves de
Bernoulli indépendantes, de paramétresp, . On sintéresse dorsalavariable déatoire X donnant le
nombre de succés dans cette seconde série d'épreuves.
a) Terminer le programme de smulaion de X ci-dessous.
y:=0;
fork:=1to n do
begin
u: = random ;
ifu<pl then y:=y+];
end;
X:=0;
for kk=11t0 .............
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b) i) Préciserlaloi de Y et I'ensemble desvaeursprisespar X .
i) Soit i unentier comprisau senslargeentre 1 & n.
Quedlees laloi de X conditionnée par I'événement (Y=1i) ?
iii) Vérifier que, pour tousentiers i et j tlsque:0£ j£ i £ n ,onalégdité:

()= )6

puis, pour tout entier j comprisau senslargeentre 0 et n, &ablir, en utilisant laformule des
probabilitéstotales:

n H . . .
Px=i)=(")(p1p2) S |)(Praa) Tan" ",
i=]
iv) Aprésavoir amplifié le résultat précédent, reconnaitrelaloi de X .
c) Déerminer le nombre moyen d'appels alafonction random du programme de smulation de X .

II. Méthode d'inversion

Cette méthode repose sur la détermination d'une fonction Q telleque Q (U) suivelamémeloi que X .
(Onrappdleque U est unevariable déetoire deloi de probabilité uniformesur ]0; 1] )

1. Loi exponentielle
Dans cette question, X uit laloi exponentielle de parametrea (a réd drictement postif ) .

a) Déemontrer que les variables aéatoires X et - 1In(l- U ) ont laméme fonction de répartition.
a

b) Judifier dorsl'dgorithme de smulation de X suivant :

u:=random;
X:=-In()/a;
write (X) ;

2. Loi géométrique
Darns cette question, X auit laloi géométrique de parameétre p .
a) Enconddérant que X est letemps datente du premier succes dans un processus de Bernoulli,
écrire en langage Pascal un programme de smulation de X qui utilise une boude repeat .
Qud et le nombre moyen dappesalafonction random ?

b) Laméthode précédente étant « coliteuse » pour les petites valeurs de p , on se propose d'écrire un
nouvel dgorithme qui N'gppele quune seule foislafonction random .

i) Onsupposeque Y: W® R est unevaridble déetoire qui suit laloi exponentielle de parametre a .

« Prouver que, pour tout entier naturel k nonnul: P (k- 1£Y<k)=(e 2)* 1(1- e ?).
* Endéduire quel'on peut choisir a tel que X et lavaiabledéatoire Ent (YY) +1 suiventla
mémeloi (on rappelle que Ent désignelafonction partie entiére).
ii) Ecrire I'agorithme correspondant. On rappelle qu'en langage Pascd, S une variable x contient
un réd postif ou nul, trunc (X) retourne lapartie entiere de ce rédl.

3. Casd'uneloi discretefinie
On supposeici que X prend unnombrefini n devaleurs X1 , ..., X ,&€C X1<X2 <...<Xp.Onpose:
Fo=0 €, pourtout entier k comprisausenslargeentre 1 et n , pxk=P (X=xk), Fk=P (XEXy).

Soit Q lafonction « en escdier » de ]0; 1] dansR définiepar :

pour tout entier k comprisau senslargeentre 1 et n, QU)=Xx 9§ Fk-1<U£Fg.
Q est gppeléelafonction quantilede X .
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a) Veéifier que, pour tout entier k comprisau senslargeentrel et n,ona: P (QU ) =Xk) =p«k

b) D'apres la question précédente, Q(U ) et X ont laméme loi. Programmer une smulation de X

revient donc atrouver, pour unerédisation u de U , ledernierindice k td que: Fx.1<u
et décider que X prendlavaeur Xy .

i) Dansladgtuation représentée par le schéma ci-dessous, quelle est lavaeur prise par X ?

0 Fi = Fs ' Fa Fs
| | | | l | | 5
| 1 | | | |
PP MM ¢—>
P1 p2 P3 Pa Ps
i) En conddérant que lesvariables F[1] , ..., F[n] d'untableau F contiennent lesvaeurs
Fi,..,FnocdlesT[1],..,T[n] duntableau T lesvaeurs X1 ,...,Xn compléerle

programme de smulation de X ci-dessous, et démontrer que le nombre moyen m de passages

n
danslaboucle while véifie: m= S (k- 1) p«
k=1

k:=1;
u: =random ;
........ do.......

4. Lol binomiale.

Dans cette question, on suppose que X suit lalol binomide B (2n; 1/2).
a) Un premier programme.

On adapte le programme précédent (question Il 3. b) ii) ) de smulation de X au casdelaloi binomide
B (2n; 1/2).

i) * Démontrer que, pour tous entiersnaturels r et m telsque: 1£r£m ,ona: (rr“) :m(:"'ll)
-
2n >
- Endetire egalie:  SK{ %) =n2" .
k=1
i) Exprimer le nombremoyen m, de passages danslaboucle while enfonctionde n.

b) Amédioration du programme
On pose dans cette question :
ao = (Znn)’ ai = (nan)’ az :(nz_r:l),as :(nz_nz),a4 :(nzfz) ---,aZn-lz(%n) ,aZn:(gﬂ)-

i) » Démontrer que, pour tout entier k comprisau senslargeentre 0 etn- 1; a&2n0g 22n 0

gk 5 &k+1;
e Endéduirelesinégdités: ap 3 a; 3 ..% azn .

ii) Pour améiorer le programme précédent, on range dans |'ordre décroissant les probabilités
Po;P1; ..;P2n que X prennentlesvaleurs 0;1;...;2n enposant: p'o =pn =2 2"ap ;
P1=pn-1 =272"a1 ;p2=pn+1 =2 °"A2; ..;P2n=Pa2n =2 *"azn.
k
les variables successives du tableau F contenant lesnombres S p'

i=0
('entier k variantde 0 a 2n), et lesvariables successivesdu tableau T contenant les vaeurs
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n:n-1:n+1;n-2:n+2;..:0:2n.

* Préciser dorsle nombre moyen m',, de passages danslaboucle while enfonctionde n .
2n
Pour cela, on admettral'égdité: Skay =(2n+1/2)’ (Zn” ) - 22n-1,
k=0
* Enfin, proposer un équivdent smplede m',, quand n tend vers+¥ en utilisant laformule

N
deSirling : n! s 1/an "*‘“;2

et conclure quant al'intérét de I'agencement p'o ,p'1 ..., P 'n desprobabilités
Po,P1,..., Pn.
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