ECOLE DE HAUTESETUDES COMMERCIALES DU NORD

Concoursd'admission sur classes prépar atoires

MATHEMATIQUES

Option économique

Vendredi 9 mai 2006, de 8h a 12h

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et |a précision des raisonnements entreront pour
une part importante dans |'appr éciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer, dans la mesure du possible, lesrésultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d'aucun document ; seule|'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Exercice 1

Soit f I'endomorphismede R * dont lamatrice dans labase canonique B de R ®est:

22 10 7§
A=¢1 4 3.
§-2 -8 -64

Onnote | lamatriceunitéet O lamatricenullede M 3 (R) etonpose u=(2;1;-2)

1. a) Montrer que Ker( f ) = vect(u).
b) Lamatrice A est-dleinversble ?
2. a) Déerminer levecteur v deR ® dort [a2®™ coordonnée dans B vaut 1, et tel que f (v) = u.

b) Démontrer que le vecteur w deR ® ,dont 1a2°™ coordonnéedans B vaut 1, et qui véifie
fw=vew=(0;1;-1).
¢) Montrer que (U ; v ; w) estune basedeR ® quel'onnotera B'. Onnote P lamatrice de passage dela
base B alabaseB".
3. a) Ecrirelamatrice N de f relativement alabase B . En déduire la seule valeur proprede f .
L'endomorphisme f est-il diagondissble ?

b) Donner lardation liant lesmatrices A, N, P et P ™, puis en déduire que, pour tout entier k supérieur ou
égd a3, ona: AX=0.

4. Onnote Cy (respectivement C 4 ) I'ensemble des matrices de M 3 (R) qui commutent avec N (respectivement

A),
a) Montrer que Cy est un sous-espace vectoriel de M 3 (R) et queCy =vect (1;N;N?).

On admet que C o est auss un sous-espace vectorid de M 3 (R) .

b) Etablir que: «MT Ca» U «P*MPIT Cy ».EndéduirequeCn = vect(l;A;A?).
Qudlees ladimensondeC, ?
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Exercice 2

si x1[0;1/2]

. . e 1 R
On conddére lafonction f définiepar f(x) = 2 si x| [1/2;1]

i 0 si xT R\[0;1]
1. Montrer que f peut &re consdérée comme une densité de probabilité.

Danstoute la suite, on considére une variable déatoire X définie sur un certain espace probabilise
(W; A; P) et admettant lafonction f pour densité.

2. Dé&erminer lafonction de répartition F de X.

3. Montrer que X aune espérance et que celle-ci vaut 1/2 .

4. a) Déerminer E((X- 1) ?).

b) En déduireque X aunevarianceetque V(X)=3/4- In(2).

5. On gppelle varidble indicatrice dun événement A , lavariable de Bernoulli qui vaut 1 s A estrédisé et O sinon.
On congdéere maintenant la variable déatoire Y, indicatrice de I'événement (X £ 1/2) et lavariable déatoire Z,
indicatrice de I'événement (X > 2) .

a) Préciser lardation liant Y et Z puis éablir sans cacul que le coefficient de corrdation linédrede Yet Z , noté
r(Y;Z) , etégda- 1.
b) En déduirelavaeur delacovariancedeYet Z.

Exercice 3

Soit f lafonction définie pour tout couple (X ;y) deR 2 par: f(X;y)=2X242y2+2xy- X- y .
1. a) Caculer les dérivées partidles premieresde f .
b) En déduire que le seul point critiquede f et A=(1/6;1/6).

2. a) Cdculer les dérivées partielles secondesde f .
b) Montrer que f présente un minimum locd en A et donner lavdeur m de ce minimum.

3. a) Développer 2(x +y/2- 1/4)2+3(y- 1/6)2/2 .
b) En déduireque m estleminimumglobd de f sur R .
4. On considére lafonction g définie pour tout couple (x ;y) de R? , par:

g(x;y)=2e?*+2e?Y+2e*"V-e*- &Y,
a) Utiliser laquestion 3. pour éablirque: " (x;y)I R?%, g(x;y)? - 16

b) En déduire que g possede un minimum globa sur R 2 et préciser en quel point ce minimum et atteint.

Probleme
Partie 1. Etude d'une variable discr é&e sans mémoire.
Soit X unevariable déatoire discréte, avaeursdans N tdleque:  "mi N, P(X3 m)>0.
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On suppose également que X véifie:" m;n) T N'N , Pysmy (X3 n+m)= P(X3n) .

Onpose P (X=0)=p et onsupposequep > 0.
1. Onpose g=1- p.Montrerque P (X3 1)=q .Endéduireque 0<q<1 .
2. Montrerque: "(m;n) T NN, P(X3n+m=P(X3m) P(X3n).

3. Pourtout n de N onpose u, =P (X3 n) .

a) Utiliser lardlation obtenue ala deuxiéme question pour montrer que lasuite (U, ) est géométrique.
b) Pour tout n de N, exprimer P (X3 n) enfonctionde n etdeq.

¢) Etablirque:"nT N, P(X=n)=P (X3 n) - P(X3 n+1)
d) En déduire que, pour tout n de N,ona P(X=n)=q"p .

4. a) Reconnaitrelaloi suivie par lavariable X + 1.
b) En déduire E(X) et V(X) .

Partie 2 : Taux de panne d'une variable discrete.

Pour toute varigble déatoire Y avaeursdansN et telleque, pour tout n deN, P (Y3 n) >0, on définit le
taux depannede Y alingant n, noté | , par: "nI N, | , =P ysq) (Y3 n) .
1. a)Montrerque: " nl N, | , =P (Y=n)/P(Y3 n) .

b) Endéduireque: " nl N, 1- 1 , =P (Y3 n+ 1)/P(Y3 n) .

c) Etablirdorsque: " nl N, 0£1 , <1.

n-1
d) Montrer par récurrence, que: "nl N°, P(Y3 n) =P (1- 1) .
k=0
. n-1
2. a)Montrerque: " nl N', S P(Y=k) =1- P(Y3n)
k=0
b) Endéduireque lim P (Y3 n) =0.
ne® +¥
n-1
c)Montrerque Ilim S -Inl-1 ) =+¥.
n® +¥ | -

d) Conclure quant alanature de las&iedetermegenéd | , .

3. a) On conddere la déclaration de fonction, en Pascal, rédigée de maniére récursive :

Function f (n : integer) : integer ;
Begin
If (n=0) then f:= -——-
else f:=-——- ;
end;

Compléter cette déclaration pour qu'elle renvoie n! lorsgqu'on appelle f(n) .
b) On consdére la déclaration de fonction récursive suivante
Function g (a : real ; n : integer) : real ;
Begin
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If (n=0)theng:=1 else g :=a*g(a,n -1);
end ;
Dire qud est leréaultat retourné al'appel de g@a, n) .

) Proposer un programme (sans écrire la partie déclarative) utilisant ces deux fonctions et

n-1 k
permettant d'une part le calcul de lasomme é i—le -a e dautre part, al'aide du résultat de la question
k=0
l.a) , lecacul e I'affichage du taux de panne al'ingant n d'une varigble aéatoire suivant laloi de Poisson de
paraméetre a> 0, lorsque n et a sont entrés au clavier par I'utilisateur

(onsupposerans 1).
n-1

, , . . . , . ak <
d) Compléter |a déclaration de fonction suivante pour qu'dle renvoie lavaeur de é_ Fe' a al'appd de
k=0
sigma (@, n) .

Function sigma(a : real ; n : integer) : real ;

var k : integer ; p: real ;

Begin
p:=1;s:=1;
Forki=1ton -1dobegin p:=p*a/k; s:= ....... end ;
ST ;
sigma:=s

end ;

Partie 3 : Caractérisation desvariablesdont laloi est du type de cellede X .

1. Déerminer le taux de panne de lavariable X dont laloi aéétrouvée alaquestion 3d) delapartie 1.

2. On considére une variable déatoire Z , avaeursdansN , e véifiant :" nl N°, P(Z3 n)>0 .

On suppose que e taux de panne de Z est congtant, cest-a-direquel'ona: "ni N, | , =1 .

a) Montrer que0 <1 <1.
b) Pour tout n deN , déerminer P (Z3 n)enfonctionde | et n.

¢) Conclure que les seules variables déatoires Z avaeursdans N dont le taux de panne est constant et telles que

pourtout n deN , P (Z3 n)>0, sontlesvariablesdont laloi est dutypedeceledeX.
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